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Vorrede zur zweiten Auflage. 



Oiischon Aer Gnindgedanke und die Ideen , welche mich bd der «r^ 
sIen Ausarbeitung meiner algebraiachen Analysia leiielen , dieselben ge» 
blieben sind, so kann teh dieae neue Auflage doch ids ein fast neues Werk 
bezeichnen. Nur die Anordnung des Malerinlea ist, in Wesenilichen 
unverändert, beibehalten, die Aurfuhrung des Eiozelnett dagegen bat sehr 
bedeutende Umgestaltangen erfahren , da es mir in den netsten Paitieeo 
glückte, Cheils strengere, theils kürzere oder elegantere Daralelfanigen zu 
finden. Diesen allgemeinen Bemerkungen erlaube ich mir noch eine de* 
,. taillirtere Exposition folgen zu iaasen , die znr richtigeren Beurtheiluog 
j^ meiner Arbeit vielleicht nicht überflüssig sein dürfte. 
^ Die ersten sieben Capitel enthalten die aUgeineiinen Theerieen , miV- 
, telst deren die nachherige Aufgabe einer speziellen Theorie der finf ein* 
^6 fachen Funktionen (Potenz, Exponenzialgröbe, LogarilbKna, trigonome^ 
^rische und cyklometrische Funktionen) geiösit wind. Schon Imbzeitig er* 
'^sdbdnen faäer (in §. 8., dessen Inhalt woU überhaupt nea sein dürfte) die 
;^atürliGhe Exponenzialgröfse und der natürliche Legaiillunus ab Granu* 
Qwerthe der Potenz, nnd zwar bedarf es zu dieser Entwickelang nur eehr 
geringer Mittel, «änlich der Snmmenformel für die geemeUiache Progres* 
sion. An dme Lehre von den Gränzwerthen der Funktionen schUefsen 
sich die Betrachtungen über die Continuität und Discontinuität, sowie über 
die Quadrator der Funktionen. Dids ktzlene iA freilieb ein Stiksk Inte- 
gralrechnung, ich fürchte aber nicht, dafs nmn mir einen Vorwurf über 
die Aitfnahnie dieses Capileis madien wterde. £chon in der Stereometrie 
läfst sich der Gebrauch solcher Betrachtungen nicht umgeJMU , noch häu- 
figer machen sie sich bei der elementaren Behandfaing der Mecbanik nö- 
tUg, BS Ml daher nichts natürKoher, als dafs man das nun einmal llnver^ 
meidliidie nut einer hioaeiebenden VoHatändigfceil und in j&ögliohBt systc- 
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matiscber Form bearbeitet und zu einem Algorithmus erhebt. Pädagogisch 
bat die Sache gar keine Schwierigkeiten, und ich kann ans der Erfabrang 
mit einer stark besetzten Classe versichern , dafs die Schüler gerade für 
diese unmittelbar in die Praxis eingreifenden Betrachtungen eine besondere 
Vorliebe bekamen und den Algorithmus mit Leichtigkeit handhabten. AxktYk 
ist es späterhin beim Vortrage der Integralrechnung sehr angenehm, diese 
Vorstudien gehabt zu haben, deren geometrische Durchsichtigkeit die beste 
Illustration für die Abstraktionen der Integralrechnung liefert. — We- 
sentliche Zusätze hat die Lehre von den unendlichen Reihen erhalten na- 
mentlich in den §§.52, 5S, 35 und 36. 

Die fünf folgenden Capitel beschäftigen sich ausschliefslich mit der 
Verwandlung der einfachen Funktionen in Potenzenreihen und bilden so- 
mit ein abgeschlossenes Ganzes. Hier ist der Algorithmus der Quadratur 
der Funktionen von grofser Brauchbarkeit; er führt mit Kürae und Ele- 
ganz zu den trigonometrischen und cyklometrischeB Reihen •(§§• 45 , 48 
and 49). Die Vergleichung zwischen den ExponenziaU and trigooome- 
triscben Reihen leitet am Schhisse dieses Capitels (§. 50.) von seihst aaf 
die imaginären Zahlen, und ich habe mich bemüht, die Bedeutmg dersel» 
ben rein mathematisch und ohne philosophische Tiefe zur Klarheit zu brin- 
gen. Natai^emäfs sehliefst sich hieran die Untersuchung über die Funk- 
tionen complexer Variabelen ; hoffentlich wird man darin (Capitel XIII, 
XIV und XV) das Streben nach möglichster Schärfe der Begriffe nicht 
verkennen. 

Nach diesen Erörterungen tritt die Combination zwiscIkii den Reihen 
und den complexen Zahlen ein, und es erhalten dadurch die friiberen Rei- 
henformeln ihre Erweiterung auf complexe Variabele (Gap. XVI). Bei 
dieser Crelegenheit finden sich auch die endlichen Produkte für die gonio- 
metrischen Fanktionen; die Möglichkeit, diese Produkte ins Unendlidie 
fortzusetzen , weist auf das Bedürfnifs hin , unendliche Produkte zu unler- 
saehen, was in Cap. XVII geschieht, worauf in Cap. XVIII alle diejeni«- 
gen Beziehungen erörtert werden , welche aus den unendlichen Proddtten 
des vorigen Capitels entspringen, sobald man dieselben wieder in Reiben 
umsetzt. 

Die beiden letzten Capitel sind den Kettenbrtiohen gewidmet and un- 
terscheiden sich von ihrer ersten Bearbeitung hauptsächlich durch die Un- 
tersuchungen des §. 80., welche manches Ungenügende der ersten Auflage 
verbessert ersetzen. 

Was nun die algebraische Analysis im Ganzen, so wie ich sie hiet 
gebe, rücksicbtlich ihrer Stellung zur Wissenschaft überhaupt betrifft, so 
bin ich bescheiden genug, ihr keinen besonders hohen wissenschafUicben 
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Werth zuzuschreiben, wohl aber eiaeo didaktischen und, sit venia verbo, 
einen ästhetischen. Streng wissenschaftlich betrachtet, kann oder mufs 
man auf die Elementamiatheniatik unmittelbar die Differenzialrechnung fol- 
gen lassen ; man braucht nicht einmal den binomischen Satz für ganze po- 
sitive Exponenten , da die Differenziationen der Potenz , des Logarithmus 
oqd der Exponenzialgröbe mittelst, der fummenfoTmel für die geometrische 
Progression ausführbar sind (§. 8.). Ist man aber auf diesem Wege bis 
zu dem Theoreme von Mac Laurin gelangt, so entsteht die grofse Un- 
bequemlichkeit einer wahren Aufthürmung von Digressionen und Excufveo 
aller Art (Gonvei^enz der Reihen, Theorie der complexen Funktionen 
u. s. w.) , bei denen der Anfänger die Übersicht über die Differenzialrech- 
nung fast verliert; es ist daher pädagogisch jedenfalk angemessen, diese 
Ton der Differenzialrechnung unabhängig darslelUiarea Partieen als eine 
Einleitung in die höhere Analysis vorauszuschicken. Neben dieser didak* 
tischen Berechtigung der algebraischen Analysis habe ich die ästhetische 
genannt, in so fem es- nicht unangenehm ist, ein bestimmt abgegränztes 
Gebiet <ler Wissenschaft mit Sorgfalt zu bearbeiten und ihm , nnbekiim- 
meri um die draufsen liegende Unendlichkeit, eine gewisse Abrundung zu 
verleihen. 

Schliefsiich bidbt mir die angenehme Pflicht, denjcnigea Gielehrten, 
welche mich mit geballreichen Bemerkungen über die erste Auflage dieses 
Werkes erfreuten, meinen Dank abzustatten; es sind die Herren D ro- 
bisch, Alöbius, Arndt, Wittslein, Malmsten und Björling, 
durch deren Güle verschiedene nicht unwichtige Verbesserungen möglich 
waren. 

Dresden, am Pfingstfeste 1851. 

ScUdmikh. 
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Einleitung. 



Jede Arithmetik , welchen. Namen sie auch führen möge, beschäftigt 
sich lediglich mit Zahlen, und es ist jede Rechoung nichts Anderes als 
ein nach einer vollgeschriebenen Weise ausgeführter Übergang von einer 
Stelle der Zahlenreihe zur andern, wobei es gleichgültig bleibt, ob man 
sich die Zahlen als spezielle denken will, wie bei den bürgerlichen Rech- 
nungen, oder als allgemeine und willkührliche, wie sie in der Buchstaben- 
rechnung vorkommen. So hat es denn auch die algebraische Apalysis 
oder allgemeine Arithmetik, wie man sie öfters nennt, nur mit Zahlen zu 
thun — in welcher Weise aber diefs geschieht und welche Stellung die 
algebraische Analysis der Buchstabenrechnung gegenüber einnimmt, das 
läfst sich nur erkennen , wenn man vorher über die Leistungen der nie- 
deren Arithmetik vollständig orientirt ist. Wir geben daher zunächst 
einen Überblick über den Gedankengang und die Resultate des ebenge- 
nannten Theiles der Mathematik. 

Nichts ist einfacher aJs die Entstehung der Zahl. Wer eine Vielheit 
von Dingen irgend welcher Art vor sich sieht., hat zunächst nur den un-^ 
bestimmten Begriff einer gewissen Menge, Bestimmtheit aber erhält dieser 
Begriff erst dann ^ wenn jener ungeordnete Haufe aufgeräumt wird und 
die einzelnen Dinge in eine Reihe gestellt sind. Es erhält nämlich bei 
dieser Anordnung jeder Gegenstand seinen bestimmten Platz, und die Vor- 
stellung dieser Stelle , welche das entsprechende Ding in der angenomme- 
nen Reihenfolge einnimmt, ist eben die Zahl. So entsteht zunächst die 
natürliche Zahlenreihe (1, 2, 3 etc.), und diese bildet vor der Hand das 
einzige Material der Arithmetik. 

Als Grundlage für jedwedes Rechnen dient der Übergang von einer 
Zahl zu ihrer Nachbarin , eine Operation , welche man passend mit einem 
Schritte vergleichen kann, (jreht man nun von einer Zahl a aus um so 
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viel Schritte veiter, als eine andere Zahl b anzeigt, so hat mau die Ad- 
dition in ihrer einfachsten Gestalt, die Zahl c, zu welcher man bei die- 
sem Fortgange gelangt, ist die Summe von a und by nämlich c=;=a-f-&. 
Siebt man umgekehrt die Summe c als gegeben an und ebenso einen der 
Sumniandett, etwa a^ so entsteht die Aufgabe der Subtraktion, die 
Umkehrung der Addition. Hier ist zweierlei zu bemerken, erstens näm- 
lich, dafs es nur eine solche llmkehrung giebt, weil a-^-b = b-^a 
ist, und es mithin gleichgültig bleibt, ob man b aus 'c und a^ oder a aus c 
und b bestimmen will. Der zweite bemerkenswerthe Umstand ist, dafs 
es Fälle geben kann, in welchen die Subtraktion anausfiihrbar wird; da 
nämlich die Zahlenreihe, im Sinne des Fortschrittes genommen, unbegränzt 
ist, so stöfst die Addition niemals auf eine Schwii;rigkeit , bei dem Rück- 
schritte dagegen k<ann es sich treffen , dafs man aus der in dieser Richtung 
durch die Eins begränzten Zahlenreibe herausgeräth, wie z. B. bei 4 — 4 
oder 5 — 7, und es sind daher solche Differenzen vor der Hand als nn- 
mögliche Zahlen zu betrachten, weil es eben unmöglich ist, in der bishe- 
rigen Reihe eine Zahl zu finden , welche ans einer derartigen Subtraktion 
entstanden wäre. 

Dnrch Wiederholung der Addition, d. h. durch Addition mehrerer 
gleicher Summanden, gelangt man zur nächsten Rechnungsart, der Mul- 
tiplikation, und es bedeutet hier ab zunächst weiter nichts als die 
Sanune von a Summanden, deren jeder == b ist. Setzt man ab^=c und 
sieht jetzt das Produkt c und einen der Faktoren, etwa a^ als bekannt an, 
so entsteht die Aulgabe , den anderen Faktor b zu bestimmen , und diese 
Umkehrung der Multiplikation ist die Division. Hier wi^erholen sich 
dieselben zwei Bemerkungen, die wir vorhin bei der Subtraktion machten; 
weil nämlich die Anordnung der Faktoren keinen Einflufs auf das Prodnkl 
ansäht, so ist es in Beziehung auf die Art der Rechnung gieichgültig, ob 
HMin b oder a sucht, und es giebl daher nur eine Umkebrnng der Muhi- 
plikntion. Femer kann es sich treffen, dafs die Division unmöglich wird, 
was der Mnhiplikation nie begegnet , und es tritt diese Unmöglichkeit hier 
jedesmal ein , wenn der Dividend kein Vielfaches des Divisors ist. Aus^ 

.. . 5 i i . 

drücke wie - oder — sind daher vor der Hand als unmögliche Zahlen 

zu bezeichnen. 

Aus der wiederholten MnlMplikation entslebl nun weiter die Potenzi- 
rung, und zwar bedeutet hier a^ ganz einfach das Produkt vo» b Fakto- 
ren, deren jeder = a ist. Verglichen mit der Addition und Multifdikation 
zeigt die Pot^zirung die Eigeutbümlichkeit, dafs hier keine Vertaoscbong 
der Zahlen a und b vorgenommen werden darf, wenn die Potenz ungeän* 
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deri bteiben soll , mil anderen Worteo , es ist im Allgemeinen a^ nicht 

=si 6«. Ans eben diesem Grande bat die Operation des Polen^irens zwei 

Umkehrungen ^ indem man die Fälle unterscheiden rnnfs 5 ob in der 6iei- 

ehuDg a* £=s c aus 6 und c die Grundzahl a^ oder aus a und c der Expo* 

nent 6 bestimmt werden soll; das erste giebt die Wurzelausziehung 

b 
(y^c), das zweite die Aufsuchung des Logarithmus {togc für a als 

Basis, oder kürzer Hog c). Wiederum findet hier ^ie Bemerkung statt, 

dafs die Operation des Poteozirens jederzeit ausführbar ist, während die 

umgekehrten Operationen auf Unmöglichkeiten stofseu können, wie z.B. 

3 
bei VI oder Hogi^. 

So wie nun bisher aus den einzelnen Schritten die Addition, aus die« 
ser die Multiplikation und hieraus die Potenzirong gebildet wurde, so 
könnte man es auch versuchen , durch wiederholte Potenzirutig eine neue 
Rechnungsart zu schaffen ; bemerkt man aber, dafs die Potenz einer Po«- 
tenz wiederum eine Potenz ist, so erkennt man auf der Stelle, wie mit 
einer solchen Wiederholung jener Operation nichts Neues gewonnen wird. 
Es schliefet sich also hiermit die Reihe der Rechnungsoperationen, welche 
demnach drei ursprüngliche (direkte) und vier abgeleitete (indirekte) Ope- 
rationen enthält. Gleichwohl ist aber die Arithmetik selbst defswegen 
nicht als abgeschlossen zu betrachten , denn wenn auch ein Zuwachs an 
neuen Operationen nicht mehr zu erwarten ist, so kann doch die Aufgabe 
gestellt werden , die vorhandenen Operationen unter allen Umständen aus- 
führbar zu machen , und 'es entspringt diese Aufgabe naturgemäfs aus der 
Bemerkung, dafs die indirekten Operationen in vielen Fällen unmöglich 
wurden. Diese Unmöglichkeit Hegt aber nicht in dem Begriffe jener Ope- 
rationen (denn die Forderung z« B., von 4 aus um 7 Schritte rückwärts 
zu gehen, enthält keinen Widerspruch in sich), sondern einzig und allein 
in dem Mangel an Zahlen , an der Einseitigkeit und Lückenhaftigkeit der 
Zahlenreihe. Jene Unmöglichkeil verschwindet daher, sobald man das 
Zahlengebiet passend erweitert und auf welche Weise diese ErVi^eiteruug 
vorzunehmen sei , das müssen die indirekten Operationen selbst zu erkeit- 
neu geben. 

So führt uns die Subtraktion zunächst auf den Begriff der Null und 
der negativen Zahlen ; wodurch sich die bisher einseitig unbegranzte Zah- 
lenreibe zu eider nach beiden Seiten hin anbegränzten erweitert (positive 
und negative ganze Zahlen). Um ferner die Division ausführbar zu mti- 
eben, bedarf es der Aufstellung solcher Zahlen, die in gleichen Abstanden 
von einander zwischen je zwei Zahlen der bisherigen Reihe enthalten sindi 
so erscbeineii die Bräche (positive und negative) als eingeschaUete Zwi- 
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sCfaeDglieder jeuer Zahlenreihe. Das Wurzelausziehen nölhigl zu einer 
weiteren Interpolation der Zahlenreihe, welche sich aber von der vorher- 
gehenden in so fem unterscheidet, als man eine zwischen zwei ganzen 
Zahlen liegende Irrationalzahl durch eine Theiiung des Intervalles in 
gleiche Theile nicht erreichen kann. Die Erscheinung der Irrationalzahlen 
berechtigt nun, sich an jeder beliebigen Stelle der Zahlenreihe eine Zahl 
zu denken, d. fa. mit anderen Worten, die ursprünglich Itickenhaftie Zäh- 
lenreihe wird zur lückenlosen, die punklirte Zahlenlinie zu einer ununter- 
brochenen. Diefs ist das für den weiteren Fortgang der Arithmetik be- 
deutendste Resultat der Buchstabenrechnung, und es erreicht letztere ihr 
Ende , sobald sie diesen Nachweis geliefert und zugleich die Regeln ange- 
geben hat, nach welchen mit beliebig aus der Zahlenlinie herausgegriffenen 
Zahlen die sieben Grundoperationen vorzunehmen sind. Was endlich die 
Bedeutung der imaginären Zahlen anbelangt, so wird* der Verlauf dieses 
Werkes selbst darauf hinführen. 



C a p i t e 1 I. 

Von den veränderlichen Gröfsen und den 
Funktionen im Allgemeinen. 

§. 1. 

GrnndbegriflRB und Aufgaben der algebraischen Analysis. 

Der ununterbrochene Fortgang der Zahlenreihe, welchen die niedere 
Arithmetik am Ende ihrer Betrachtungen nachweist, gestattet eine ganz 
eigenthiimiiche Operation, deren Einfachheit nicht minder gröfs ist als ihre 
Wichtigkeit. Das ursprünglichste Verfahren nämlich , um von einer Zahl 
a zu einer anderen 6 zu gelangen, bestand darin, dafs man von a aus ia 
einzelnen Schritten (a^ a -f- i^ a^2 Btc.) weiter ging, bis man auf die 
Zahl b traf; jeder solcher Schritt bildete einen Sprung, in so fern anfangs 
zwischen den einzelnen ganzen Zahleb keine Zwischenstufen exislirten. 
Die Brücbe aber geben die Möglichkeit an die Hand^ die Weite dieser 
Sprünge bis zu jedem beliebigen Grade der Kleinheit zu vermindern , und 
sie dienen hierbei als Zwischenstufen von gleicher <3rföfse. Stellen Wir 
dazu noch beliebige Irrationalzahlen, so lassen sich zwischen a und b will- 
kührlich viele Zwischenstufen von ebienso willkührlichen verschiedenen Grö- 
fsen einschalten, und es kann nun der Übergang von a nach b ohne alle 
Spränge, d.h. mit. Durchlaufung all er- möglichen Zwischenstufen, erfol* 
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gen; ein solcher Übergang heifst ein stetiger oder continuirlicher, 
jeder andere ein unstetiger, sprungweiser oder discontinuirlicher. 
Wir können uns jetzt auch eine Zahl x denken, welche erst den Wertb a 
besafs und nachher durch stetigen Übergang den Werth b erhielt, und es 
hat dieser Prozefs die gröfste Ähnlichkeit mit der stetigen geradlinigen Be- 
wegung eines Punktes von einer Stelle des Raumes zur anderen. Diese 
Vorstellung einer stetig veränderlichen Zahl bildet die Grundlage alles hö- 
heren Calcüls und ihre Wichtigkeit wird sofort aus der Bemerkung erhel- 
len, dafs eine Anwendung der Arithmetik auf die stetig veränderlichen 
Gröfsen des Raumes und der Zeit unmögUeh sein würde, wenn nicht auch 
die Zahl als stetig veränderlich angesehen werden könnte. 

Nach dieser Erörterung über das Wesen der stetig veränderlichen 
Zahl oder Gröfse bedarf es noch eines äufseren Unterscheidungszeichens 
für dieselbe, da es sich treffen kann, dafs in einer und derselben Rech- 
nung veränderliche und unveränderliche Zahlen vorkommen , die zu ver- 
wechseln man sich hüten mufs. Für diesen Zweck ist es allgemein üblich 
geworden, die .unveränderlichen oder constanten Gröfsen mit den er- 
sten Buchstaben des Alphabetes a^ b, c . . . zu bezeichnen, für die ver- 
änderlichen oder vari-abelen Gröfsen dagegen die letzten Buchstaben, 
wie ty Xy yy Zy zu brauchen. In einem Ausdrucke wie cix-^-b bezeich- 
net daher x nicht mehr eine unbekannte Gröfse, wie in der Algebra, 
sondern eine unbestimmte, welche bei stetiger Änderung alle mögli- 
chen Zahlenwerthe durchlaufen kann, wogegen a und b festbestimmte 
Zahlen bedeuten, welche sich nicht ändern, während x andere und andere 
Werthe erhält. 

Diese Unterscheidung führt von selbst um einen bedeutenden Schritt 
weiter, wenn man die Bemerkung hinzubringt, dafs jede Rechnung, die 
etwas mehr als unbestimmte Beziehungen enthalten will, am Faden, der 
Gleichungen fortlaufen mufs. • Setzen wir nämlich einen beliebigen Aus- 
druck , worin constante Gröfsen mit einer Variabeln verbunden vorkom- 
men, einer neuen Gröfse gleieh, ako etwa unser obiges 

so ist die neue Gröfse y offenbar wieder eine yeränderlicbe ; denn wenn x 
andere und abdere Werthe annimmt, so ändern sich auch die Werthe vony. 
Aber diese Veränderungen sind nicht willkübrlich ; eine Änderung des x 
zieht einß ganz bestimnite Änderung des y nach sich; z. B. für zwei be- 
stimmte Zahlen werthe von x^ die wir mit x^ iHid x^ bezeichnen wollen, 
kommen auch ein paar besii^nnite entsprechende Werthe von y, etwa y^ 
und y^ genannt, heraus, so dafs ist 

ax^ -\- 0=: y^ und ax^ -\- b =i y^. 
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Nehmen wir mm an , iah x^ um eine bestimmte Grörse d gröfeer sei als 
OTj , also x^ =C5 .1*1 + Ä, so haben wir 

d. b. y« = ^1 + ö* 
wenn also x sich um d ändert , so ändert sich y um od, mitbin hängt die 
VerSndernng des y von der des x ab und zwar auf fest bestimmte Weise. --^ 
Noch auffallender tritt diefs au dem folgenden Beispiele hervor. Es sei n 
eine gans beliebig veränderliche Gröfse und 

so ist o8enbar auch v eine Variable , aber nicht so willkührlich als u. 
Denn wenn c eine positive Zahl bedeutet, so ist für alle möglieben posi* 
tiven oder negativen u das Quadrat u^, folglich auch.«* -f- c^ mkhin jenes 
V positiv und es existirt kein Werlb von u, für welchen u'^-^-c oder v 
negativ werden könnte. Trotz der gänzlichen Unbestimmtheit des u ist 
also doch durch die Natur der Gleichung die Veränderlichkeit von r einge«- 
sohrankt und ihr als Spielraum bios das Gebiet.der positiven Zahlen ange*- 
wiesen. Man mufs daher unabhängige und abhängige v^eränderliche 
Gröfsen unterscheiden; die ersteren sind solche, denen man willkuhrüch 
jeden beliebigen Werib beilegen darf, die letzteren diejenigen, deren Ver- 
änderungen durch die stetigen Veränderungen einer anderen unabhängig 
veHlnderlieben Gröfse nach irgend einem Gesetze bedingt sind. Dieses 
Gesetz selbst spricht sich in irgend ^ner analytischen Formel aus, welche 
die unabhängig veränderliche Gröfse enthält (wie oben das ßx -^ i). Je* 
den solchen Ausdruck, in welchem eine unabhängig veränderliche Grölse 
auftritt, nennt man eine Funktion dieser Veränderlichen. Demnach 
alle beliebigen Ausdrücke wie 



ax, j?*, a*, V^Ä*-^a?*, lögXy sinx elc. 
sämmtlieh Funktionen von x^ die sieh nur dadurch unterscheiden, dafs in 
jeder die Art des Vorkommens der HauptgröOse eine andere, oder wie 
man auch sagt, dafs jede anderer Natur ist. Zur Bezeichnung der Funk- 
tionen im Allgemeinen bedient man sieh der Buchstaben Fy f, tp, ^ oder 
ähnlicher, welchen man denjenigen Buchstaben, der die in der Funktion 
vorkommende Veränderiiche bezeichnet, * in Parenthesen eingeschlossen auf 
der rechten Seite beisetzt'*'). Symbole wie F(x) ^ ^f{x) ,' ^{x) ^ if;(ar) be- 
deuten also Aiöbts Anderes, als gewisse, nicht näher bestimmte Reoh- 
nungsausdrticke , in welchen ein^ unabhängig veränderiiche Gröfse vor* 



•^l^p^aiiai p«*i •« 



*) Bisweilen lafst man wohl der Kürze wegen die Parenthesen weg und setzt z. B. 
schlechthin fx statt f{x). Eine solche Schreibweise ist aber defswegen nicht sehr zu 
empfehlen , weil man bei ihr das Openitionszeichen f leicht mit eii^em Goeffiaenten 
verwechselt. 
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koiniDt, wobei durch die verschiedeoen Bacbslaben F, f, q>, ^ zugleich 
angezeigt Wird , dafs in jeder der genannten vier Funktionen Jt auf ver* 
schiedene Weise vorkonimt, oder dafs jede anderer Natur ist. Hiernach 
iftt nun der Sinn einer Gleichung; wie 

ganz einfach folgender: die Gröfse y läfst sich dadurch ans x ableiten, 
dafs man mit diesem irgend welche noch niehl näher bestimmte analytische 
Operationen vornimmt und hierdurch ist y an :r so gebunden, dafs je- 
dem bestimmten Werihe von x ein gleichfalls bestimmter Werth von y 
entspricht. 

Es kann dne Funktion auch zwei oder mehrere unabhängig verändere 
liehe Gröfsen zngli^ch enthalten. So ist z. B. der Ausdruck ax •\- cz^ 
in welchem x und z zwei von einander unabhängige beliebige Gröfsen be- 
zeichnen, eine Funktion von x und % zugleich, weil er sich ändert, wenn 
X oder z allein eine Änderung erleidet. Setzt man oo: -f- cz = 3f, so 
bezeichnet man die AbUiogigkeit des y von x und z zugleich durch die 
Gleichung 

y z=z f[x, z) <Hl«r y = gi(x, x) etc. 

Ebenso würden nun entsprechend f{x, z, t)^ q>{X:, z, u, v) etc. Funk- 
tionen von drei und mehr Veränderlichen andeuten. 

Sehen wir uns. nun zunächst im Gebiete der niederen Arithmetik nach 
Funktionen um , so finden wir als einfechste 

ß -V- Xf a — Xy bxj — 

X 

welche dadurch entstehen , dafs man mit der Variabein die vier einfach- 
sten arithmetischen Operationen vornimmt. Hierauf folgt naturgemäfs die 
Potenz, welche zu zwei verschiedenen Funktionen Veranlassung giebt, 
jenachdem man die Basis oder den Exponenten als unabhängige- Variabele 
ansieht. So erhalten wir die Funktionen 

j?« und «I* 
von denen die erste in der Analysis den Namen Potenz ausschliefslich 
führt, während die zweite sehr passend Exponenzialgröfse heifsl. 
Da die Constante a auch gebrochen oder negativ sein kann , so begreift 
die Potenz zugleich die Funktionen 



m 



y^x^ und ~z. 

in sich. Als letzte Funktion von arithmetischer Abkunft stellt sich noch 
der Logarithmus dar, indem man die Basis als constant, die Zahl als ver- 
änderlich ansiehl und demgemäfs mit 
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zu bezeichnen pflegt. 

Die Allgemeinheit, welche im Begriffe der Funktion liegt, eriaubt 
uns , noch ein paar Schritte weiter zu gehen und auch solche Funktionen 
in Betrachtung zu ziehen , die nicht ursprünglich arithn^etischer Abstam- 
mung sind, Beachten wir also aufser dem Gehalte der Arithmetik noch 
den der Geometrie und Trigonometrie, so stellen die goniometrischen Ver- 
hältnisse wiederum Beispiele einer gegenseitigen Abhängigkeit von Gröfsen 
dar, in so fem zii jedem Bogen ein bestimmter Sinus, Cosinus etc. gehört. 
Denken wir uns den Bogen x jederzeit in Theiien des Halbmessers aus- 
gedrückt^), so giebt es zu jeder abstrakten Zahl, a; einen Sinus, Co- 
sinus etc. und man hat daher die goniometrischen Funktionen 

sinxy cos X, tan.Xy eotx, sec x, esc x. 
An diese reihen sich noch sechs andere, welche die Urakehrongen dersel- 
ben sind. Sehen wir nämlich die Variable x nicht als Bogen an, wie vor^ 
hin, sondern bezeichnen wir damit einen gegebenen Sinus, so gehört zu 
demselben ein ganz bestimmter spitzer Bogen, welchen man mit 

^rc {sin = x) oder kürzer mit Aresin x 

bezeichnet: hiernach ist z. B. Aresin ■- = --, Aresin —— == - u. s. f. 
' 2 6' y2 4 

Ebenso versteht man unter Arccos x denjenigen spitzen Bogen ^ dessen 
Cosinus die Länge x hat u. s. w. , Den goniometrischen Funktionen ste- 
hen also die folgenden sechs gegenüber 

Aresin x , Areeos x , Arctan x, Arecot x , Arcsee x , Arccse x, 
welche dep Namen cyklometrische Funktionen führen. 

Was nun die Aufgabe der algebraischen Analysis anbelangt , so ist 
dieselbe eine doppelte. Sie hat erstlich mit den Mitteln, welche die Alge-« 
bra bietet, die allgemeinen Eigenschaften der Funktionen so weit ^Is. mög- 
lich zu erforschen und dann zweitens die Resultate dieser Untersuchung 
speziell duf die bisher genannten Funktionen anzuwenden. Die algebrai- 
sche Analysis zerfällt demnach in zwei Haupttheile , deren^ erster als eine 
elementare Theorie der allgemeinen Eigenschaften der Funk- 
tionen und deren zweiter als spezielle Theorie der einfachen 
Funktionen bezeichnet werden könnte, wobei wir die bisher genannten 
Funktionen unter der Benennung ,, einfache Funktionen^' zusammenfassen. 



♦) Wäre der Bogen ursprünglich in Graden gegeben , so dafs er etwa g^ fafste, 
j>p w^rde die Proporti pp ' . 

löO*^ : g^ === 7t : X t, also x = r^S-. ^ 

gelten und dadurch bestimmt sich eben }enes x, wovon t)beu die Rede ist. 
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Da man in den Handbüchern der Trigonometrie die Lehre von den 
cyklonietrischeu Funktionen gewöhnlich nicht mit abgehandelt findet,, so 
schalten wir die Entwickeinng der cyklomelrischen Hanptformeln im näch- 
stan Paragrjfphen ein. . 

§.2. 
Die cyklometrisdiea Formeln. 

I. Bezeichnet u einen positiven Bogen im ersten Quadranten, so 
haben alle die Bögen 

M, 3t — * M, 2n-^u^ Sjt — M, 4;t -f- M, 5» — «, ... 
welche der Reihe nach im isten, 2ten, 5ten, 6len, 9ten, iOten, ... 
Quadranten liegen, den nämlichen Sinus. Überhaupt ist 

sin u = sinl-^^ I - — w j -}- 2te 1 

wenn wir k der Reihe nach = a, i, 2, 3, ... setzen und für jeden 
Werth von k nach einander das obere und untere Zeichen brauchen. 
Nennen wir x den gemeinschaftlichcin Werth dieser Siiius , so folgt aus 
sin ti = X die Gleichung u = ^'csin x, weil unter allen Bögen , welche 
X zum Sinus haben, i£ der kleinste (der Voraussetzung nach im ersten 
Quadranten liegende) ist. Wird aber ganz unbestimmt die Gleichung 
sinw = :r gegeben, ohne dafs man schon vorher weifs, in welchem Qua- 
dranten w liegt , so kann w alle die Werthe 

w, Tt'—Uf 2« -f- M, 3« — M, 4;r-|-«, ... 
haben, d.h. aus der Gleichung sinw =: x folgt im Allgemeinen 

oder vermöge des Werthes von u^ 

m; = — IC I Aresin ar | -4- 2^«, 

2 ' V2 / ■ 

wobei für A: =: das obere Zeichen dem ersten Quadranten, das untere 
dem zweiten, für A:= 1 das obere dem fünften, das untere dem secbsten 
Quadranten u. s. w. (entspricht. 

Sind nun ti und v zwei Bögen im ersten Quadranten sin u=: x, 
sin v = yy folglieh ^ii === ArcsiTtrX^ v = Aresin Jf, so ist 

sin (tt-|r>>) = ^ifi u cosv -{- sin v cosu 



= Ä? V^l — y» -|- y V^l — 0?« 



mithin nach dem Vorigen 



w -|- w == ^ + j ^ — Arcsin (a? V^l — y* + y ^ 1 — ^*) 1 + 2 A:;r, 



oder 
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Jrcsin x + Aresin y 

Hier ist nua noch zu bestimmen , ob das obere oder unlere Zeichen und 
welcher Werth für k genommen werden soll. Die Summe zweier Bögen 
ist aber entweder ein Bogen im ersten oder zweiten Quadranten , weiter 
kann derselbe nicht reichen. Es mufs also nach dem Vorigen it = und 
im ersten Falle das obere, im zweiten das untere Zeichen genoamen wer- 
den. Demnach ist 

für M + t)ä|> 



(1) Arcsin x -^ Aresin y = Aresin (x V^i -^y* -f- y V^l — «*) 
und für w -|- «^ ^ » 



(2) Aresin x -|- Aresin y = jt — Aresin (a? V^l — y* ^ y V^ 1 — a?*) 

Um nun zu entscheiden, ob die Summe der Bögen u und r im ersten oiier 
zweiten Quadranten liegt, wenden wir uns an den Cosinus, welcher im 
ersten Quadranten positiv, im zweiten negativ ist. Man hat aber 

cos (tt -|- v) == eos u eos v — sin u sin v 

= Vi— a?2 . VT—y^ — xy. 
Man wird folglich die Formel (1) oder (2) brauchen , je nachdem 

xy < V{\ — x^) (1 — y^ oder xy > V^(l — a:«) (i — y*) ist. Diese 
Ungleichheilen reduziren sich nach beiderseitiger Quadrirung und Hebung 
von x^y^ auf die folgenden 

^* + y^ < 1 und AT« -|- y« > i . 
Es ist also Tnr x^ -^y^ <C^^ 

(3) Aresin x -\- Aresin y = Aresin (a?V^l — y* "f^y^^ — ^*) 
und für or* -f- y* > 1, 

(4) Aresin x -\- Aresin y = » — Aresin {x^i — y* -{-y^i — x^) 
Durch ähnliche Betrachtungen findet man auch 

(5) Aresin x — Aresin y = Aresin (arV^i-^y* -7-yV^l — x^) 

und hier ist weiter Leine Bemerkung hinzuzufügen , weil die Differenz 
zweier Bögen des ersten Quadranten diesen nicht übersteigen kann. Für 
y == or erhält man Aresin = 0^ was man ohnehin weifs, für x = 0^ 
(6) . — • Aresin y = Aresin ( — y) 

was der Gleichung sin ( — ti) = — sin u entspiricht. 

Ahnliche Formeln lassen sich leicht für die Funktion Arccos x auf- 
stellen. 8i0 sind aber wenig im Gebrauche, weil man die Behandlung 
von Arccos X durch die Gleichungen 
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(7) Arccas z -f- uircsin ^p sss - 

(8) Arccos ( — zy — Arcsin % -=. - 

welche unmittelbar aus der geometriacben Behracblung dieser FuDkliooen 
fliefse.n, leicht auf die \^vl Ärcsinx reduzirt. 

II. Sei 5vieder tt ein Bogen im ersten Quadranten, so haben alle 
die Bögen 

tf, »-f-tf, %n'\-Uy 3nF4~u, ... 
welche der Reihe nach dem I sten, 5tmi, 5 ton, 7len Quadranten u. s. f. 
angehören, dieselbe Tangente , nämlich 

tanu=i tan [kn -\- u) 
worin A:= 0, 1, 2, 5, ... gesetzt werden kann. Für tanu:=six ist 
u = ArctanXy weil u der kleinste aller zur Tangente x gehörenden Bö- 
gen ist. Aus einer Gleichung wie tan w = x folgt demnach, wenn man 
nicht weifs, in welchem Quadranten ic? liegt, 

w = A7r-|-i/==*»-|- Aretofi x. 
Für tan u:=six^ tan v =sy ist ferner 

tan u — tanv x — w 

tmiu — r) = - — i = - — i — ^ 

1 -|- tan u tanv . 1 -rf- jpy 

folglich wenn u und v im ersten Quadranten liegen, 

u — V = ibs 4" Aretan — = — — 
oder 

Arcttin X — Aretan w = te 4- Aretan — i — sL. 

■ i-\-xy 

Man bemerkt leicht, tfafs hier A: :== sein mufs, weil die Differenz zweier 

Bögen des ersten Quadranten nicht attfserhalb desselben liegen kann. 

Also ist 

(9) . Aretan x — Aretan y ss? Aretan ■■ , / 

i -^xy 

Hieraus folgt z, B. für xss^y^ Aretan = und für or ::= 0^ 

(10) — Aretan y = Aretan ( — y) 
Durch ganz ähnliche Betrachtungen findet man leicht 

+ • ~ • ' X -|- y 

Aretan y ziz: hc + Aretan ■ ' . 
- *- V 1 — xy 

Hier mufs man, wie früher, zwei 'Fülle unterscheiden. Entweder 
nämlich liegt Aretan x -^ Aretan y^ A.h. u-\-v im ersten Quadranten, 
dann ist eos {u '\- v) = eas u eos t? — sin u sin v positiv , mithin 
sin n sin v ^ eoi u eos v oder ten u tan v <^ij i.h. xy ^^. In die- 
sem Falle mufs in (11) Ar-^ssO sein-, weil sonst rechts ein Bogen im drit- 
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teil Quadranten berauskäme. Ist aber m -f- ü gröfser als - , so wird 

cos {u -j- v) negativ^ mitbin sin u sinjo > cos u cos v, woraus xy'^i 
folgt. Dann wird der Nenner 1 — xy des letzten Ausdruckes in (H) ne- 
gativ, und naeh Formel (it)) ist jetzt 

OD I tl 

Arctan x -1- Are tan i/ = Attt — Arctan — -^^. 

Da nun links ein Bogeü des zweiten Quadranten steht, so miils rechts 
ilr= 1 sein, wenn nicht ein ixegativer Bogen oder dn im 4ten, 6ten u. s. w. 
liegender herauskommen sollte. Wir haben also für or^^^l, 

+ x -4- y 

Arf^tun y = Arctan --. — ^— ^ 
1 — xy 

und für xy ^1, 

■ ^ "1" y 

(13) Arctan x + Arctan y ^ n — Arctan =— ^. 

■ ^ — i 

Man siebt hieraus, dafs die Formel (9), welche für alle positiven x und y 
richtig ist, nicht unmittelbar für negative x oder y in Anspruch genom- 
men werden darf, weil. sich dann die Subtraktion in eine Addition ver- 
wandelt. 

Durch die geometrische Bedeutung der Funktion Arctan x überzeugt 
man sich auch leicht von der Richtigkeit der Gleichung: 

JE 

(i 4) Arccot z -f- Arctan ;» = — . 

III. Bemerkenswerlhe Relationen zwischen Aresin x und Arctan x 
erhält man auch auf folgende Weise; 

Bezeichnet u einen spitzen Bogen , so. ist 

sin u 



tan u = 



V^l — sin^ u 
folglich 

sin u 



u = Arctan 



V^i — sin^ u 
Setzen Wir hier 52» n^=i x, so folgt u = -^rcwnar, mithin 

X 



(15) . Aresin X =: Arctan 



vT^r^' 



X 

d. h. der Bogen, dessen Sinus o: ist, hat. den Ausdruck ~-==z=z=: zur 
Tangente. ' ^ ' 

Ferner ist für -> n> 0. 

tan u 

. sm u z=z — ■ ■ • ' — 
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oder 

Um u 

u = Arcsin 



Vi -j- tan^u 

aus tanu=^x folgt aber, weil u im ersten Quadranten Hegt, u = 
Arctdn x, mithin 

(16) Arctan x-'= Arcsin 



Vl + 



X 



% 



X 



d. h. der Bogen, dessen Tangente x ist, bat den Ausdruck — 

zum Sinus r 

§. 3. 

Die verschiedenen Arten von Funktionen. 

Die grofse Unbestimmtheit, welche in dem Begriffe der Funktion im 
Allgen^einen liegt, macht eine Eintheilung der Funktionen in Klassen nö- 
thig, wobei man als Eintheilungsgrun^ die verschiedenen Rechnungsope- 
rationen nimmt, aus welchen die Funktionen hervorgehen. Man theilt 
nun gewöhnlich die arithmetischen Operationen in zwei Klassen , von de- 
nen die erste die Operationen des Addirens, Suhtrahirens, Multiplizirens, 
Dividirens und Potenzirens für constante Exponenten, wozu auch das 
Wurzelausziehen gehört, in sich begreift und die andere alle übrigen Ar- 
ten von Operationen umfafst. .Die Operationen der ersten Klasse nennt 
man algebraische, die der zweiten Klasse transscendente und theilt 
hiernach die Funktionen in algebraische und transscendente. Zu den er- 
steren gehören alle Funktionen, in welchen mit der darin enthaltenen ver- 
änderlichen Gröfse blofs algebraische Operationen vorgenommen werden, 
zu den zweiten die, in. welchen die Veränderliche transscendenten Opera- 
tionen unterworfen wird. Auf die Art und Weise, in welcher die con- 
stauten Gröfsen der Funktion auftreten , wird bei dieser Unterscheidung 
keine Rücksicht genommen. 

Die algebraischen Funktionen theilt man noch in rationale und ir- 
rationale. 21u den.ersteren gehören alle diejenigen, in welchen die 
veränderliche Gröfse unter keinem Wurzelzeichen ^ oder was das Nämli- 
che ist, mit keinem gebrochenen Exponenten behaftet vorkommt, voraus- 
gesetzt , dafs man alle angedeuteten Rechnungen so weit als möglich aus- 
gefühj[:t, also die. Funktion selbst auf den möglichst einfachsten Aufdruck 
reduzirt hat. Die letztere Bemerkung ist defshalb nicht ganz überflüssig, 
weil eine Funktion als nicht rational erscheinen kann , so lange man sie 
nicht so weit als npöglich reduzirt. hat, z.B. die Funktion * 

(Va-^^Vx) {Va — Vx) 
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die man beim ersten Anblick nicht zu den rationalen rechnen würde ^ 
aber in der That dazu gehört , weil sie sich bei Ausführung der Muläpli- 
kation auf a — x reduzirt. Kommen dagegen in einer Funktion Wurzel- 
zeichen vor, die sich nicht durch blofse Reduktion wegschaffen lassen , so 
heifst dieselbe eine irrationale. 

Man unterscheidet bei den algebraischen Funktionen auch noch ganze 
und gebrochene. Zu den ersten rechnet man die, in deren Nenner die 
veränderliche. Gröfse selbst nicht vorkommt, zu den zweiten die, in wel- 
chen die Variable auch im Nenner auflritt. So sind z. B. 



a -\- bx -\- CJ7* und V^«« — ^2^.2 

eine rationale und irrationale ganze Funktion, dagegen 

a -\' bx - Ä — V^ar 

c -|- dx^ ex • 

eine rationale und irrationale gebrochene algebraische Funktion. 

Da in einer rationalen algebraischen Funktion keine anderen Rech- 
nungsoperationen als die vier Spezies und die Erhebung auf eine Potenz 
von ganzen Exponenten vorkommen dürfen, so sieht man leicht, dafs eine 
ganze Funktion dieser Art unter der allgemeinen Form 

^0 + ^1^ + ^ifci^' + • • + ^«^~ 
stehen mufs, in welcher A^, A^^ ... A^ constante Zahlen (gleichviel 
ob ganze oder Brüche) bedeuten, von denen natürlich auch eine oder meh- 
rere = oder negativ sein können. Der höchste aller vorkommenden 
Exponenten bestimmt den Grad der Funktion. In unserem Falle ist die 
Funktion vom Grade m, weil die einzelnen Glieder nach den steigenden 
Potenzen von x geordnet sind, also der letzte Exponent m der gröfste ist. 
Eine gebrochene rationale algebraische Funktion läfst.sich immer auf 
das allgemein^ Schema 

Ao i A^x -^ A^x -J- . • . -J- A^x 

bringen, in welchem Bq, B^^ . . . £„ ebenfalls, constante Zahlen sind. 
Die Differenz der höchsten vorkommenden Exponenten, also hier m — ti, 
giebt dann den Grad der Funktion an. 

Es kann auch der Fall eintreten,* dafs man wohl im voraus weiß;, 
eine gewisse Gröfse sei eine Funktion einer anderen vorhandenen Gröfse^ 
aber die Form dieser Funktion selbst nicht sogleich angeben kann. Z. B. 
wenn x und y beliebige GrÖfsen bedeuten, kann die Gleichung 

xy — öd? -J- % :±= y? 
nur dann bestehen , wenn y eine gewisse Fnnkti6n von x und ebenso um- 
gekehrt X eine gewisse Funktion von y ist. I>enn wenn man dem x einen 
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beliebigen Werlh giebl, so ist jf schon nicht mehr willkührlich and sein 
Werih kann durch Auflösung der Gleichung nach y gefunden werden. 
Ebens^o verhält es sich umgekehrt mit x. In solchen Fälleii) wo man zwar 
weifs> dafs die eine Gröfse eine Funktion der anderen sei, ohne daCs man 
ihre Form näher zu bestimmen im Stande ist, nennt man die eine Gröfse 
eine unentwickelte oder ungesonderte Funktion der anderen. Kann 
man aber die Form näher angeben, so bat man eine entwickelte oder 
gesonderte Funktion. Dfese Sonderung dier Veränderlichen wurde sich 
in der oben angeführten Funktion leicht durch beiderseitige Subtraktion 
von ab bewirken lassen. Man erhält dann 

und daraus 

' , c — ab , c — ab 

Ebenso ist in der Gleichung 

u -^ X stn u =2 
u so lange eine ungesonderte Funktion von x, als man nicht eine Glei- 
chung von der Form «e = . . . aufweisen kann , aus welcher für jedes be- 
liebige X das zugehörige u berechnet Werden könnte. 

Es giebt endlich noch eine £!intheilung der Funktionen, welche sich 
aber nicht auf die Operationen , sondern auf die Eigenschaften derselben 
gründet. Manche Funktionen haben nämlich die Eigensehafl, dafs sie 
nach einem gewissen Inter\'alle wieder die Werthe annehmen, die sie frü- 
her schon einmal gehabt haben, wie z. B. der Sinus, in welchem 
sm{27C'\'X) = sin{^7t-\'X) =:i sin{6n-{-x) ... r=z sinx ist^ Funk- 
tionen dieser Art heifsen periodisciie, während alle anderen, welchen 
die genannte Eigenschaft abgebt, nichtperiodische heifsen. Das Kenn- 
zeichen einer periodischen Funktion fix) ist, dafs es eine cohslante Gröfse 
a giebt, für welche 

yw =/« +^) ~yt^« + ^) =A3ö + a?) . . . 

wird, wobei man a das Intervall der Periodizität nennen kann. 
Für f(x) = sin x beträgt dasselbe 2^;, (Sr /{x) = tan or ist a = n. In 
der niederen Analysis scheiden sich dorch diese Eintbeilung die goniome- 
triscben Funktionen von den übrigen. 

Die geometrische. DaxstcJIaiig der FonktioneQ. . 

L Man kann sich von eiiner Ftfnklion einiir einzigen Variabelen sehr 
leicht ein geomelrisdies Bild verschaflfeii^ wenn man den in einer Glen 
chnng wie 
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vorkomirienden Veränderlichen eine geometrische Bedeutung unterlegt. 
Das einfachste in dieser Beziehung ist, dafs maa die Zahlen x und y ab 
die Längen gerader Linien ansieht und letztere nach irgend einem Maafs- 
Stabe construirt, indem man eine Gerade von wiUkührlich festgesetzter 
Längis als die Linie Eins annimmt. Um aber die zusammengehörigen 
Werthe von x und y übersichtlich bei einander zu haben , pflegt man eine 
unbestimmte lange Gerade XX' (Fig. 1) als Basis und einen- festen Punkt 
O in ihr als Ausgangspunkt der Construktion zu wählen und zwar in der 
Weise, dafs man die verschiedenen Geraden, welche die individuellen 
Werthe von x darstellen, jedesmal von O aus abschneidet (Oilf=ar) 
und die zugehörigen Geraden, welche die entsprechenden Werthe von y 
angeben, senkrecht an den Endpunkten jener Strecken errichtet (MP—j^). 
Mit anderen Worten, und in der Sprache der analytischen Geometrie aus- 
gedrückt, heifst Diefs: man denke sich die unabhängige Variable x als 
Abscisse und die abhängige Variable als rechtwinklige Ordinate irgend ei- 
nes Punktes in der Ebene. Da nun aber y nicht willkührlich. ist, sondern 
im Gegentheile aus x durch gewisse Rechnungsoperationen abgeleitet wer- 
den kann, so erhält man durchs diese Construktion nicht willkührliche 
Punkte in der Ebene, sondern solche, die mit einer gewissen Regelmä- 
fsigkeit auf einander folgen und in dieser Regelmäfsigkeit irgend eine ge- 
rade oder krumme Linie bilden. Diese Linie , von welcher y = f{x) die 
Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten ist , stellt nun das geometrische 
Bild der Funktion f{x) dar. 

Nach dieser Erörterung hat es keine Schwierigkeit, diejenigen Cur- 
ven zu construiren, deren Gleichungen entstehen, wenn man die einfachen 
Funktionen der Reihe nach = y setzt, also y = o -f- a:, y =z a — x, 

xr=:bx^ y=,-, y z=z x^ U.S.W. Hierbei lassen sich die drei ^ersten 

Funktionen in der gemeinschaftlichen Form 

y == a -^ bx 
zusammenfassen und ihr Bild ist eine gerade Linie, welche von der Ordi- 
natenachse eine Strecke = a abschneidet und mit der Abscissenachse ei- 
nen Winkel bildet, dessen trigonometriscbe Tangeinte =6 ist; denn zie- 
hen wir (Fig. 1) J3QII OM und setzen OB^MQ = a,. L MAP =z 
L QBPi=ß, QM=x, MP=y, so findet die Gleichung 

y =MQ + PQ 

= fl ^ X tun ß 

statt, welche mit der obigen übereinstimmt, wenn tanß mit & bezeichmet 
wird. — Die Bilder der übrigen Funktionen dagegen Mni krumme Linien ; 
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so charakterisirt z. B. jf = - eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymp- 

toten zu Coordinatena9h8en genommen sind und deren Achse = V^2o ist. 
II. ' Auf analoge Weise wie die Funktionen einer einzelnen Varia- 
belen lassen sich auch die Funktionen zweier Variabelen geometrisch con- 
stjiiiren. Denken wir uns in der Gleichung 

die Variabelen x^ y, Zy von denen die ersten beiden die unabhängigen 
sind, als rechtwinklige räumliche Coordinaten, so entsteht folgende Con- 
struktion. Durch die beiden willkührlichen Coordinaten x und y wird zu- 
nächst ein völlig beliebiger Punkt in einer Ebene (der Coordinatenebene 
xy) bestimmt; errichtet man in diesem Punkte eine Senkrechte von der 
Längen auf jener Ebene, §o erhält man einen Punkt im Räume, von 
welchem x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten sind, wie OM=x, 
MN=^yy NP=z in Fig. 2. Jedem Punkte iVder Ebene xy entspricht 
jetzt ein Punkt P im Räume , von welchem N die Horizontalprojektion 
darstellt, der Gesammtheit aller in der Ebene, orj^ liegenden Punkte ent- 
spricht demnach eine räumliche Gesammtheit . von Punkten, oder kürzer 
eine Fläche. Welcher Art diese Fläche sei , entscheidet sich aus der 
Natur der Durchschnitte,, welche sie mit den Coordinatenebenen oder dazn 
parallelen Ebenen bildet; ist z. B. 

so durchschneidet diese Fläche die Coordinatenebene xz in einer Geraden, 
deren Gleichung z=^kx ist, wie man durch die Supposition y=0 so- 
gleich findet; ebenso wird die Coordinatenebene yz (wo nun a: = 0) in 
einer Geraden durchschnitten, deren Gleichung z = % ist^ nimmt man 
endlich z constant =: k^ so erhält man für die Gleichung des Durch- 
schnittes mit einer zu xy in der Entfernung OH = h parallel gelegten 
Ebene: 

und dieser Durchschnitt ist ein Kreis, mithin die Fläche selbst eine gerade 
Kegelfläche. 

Weiter als bis zu den Funktippen zweier Variabelen reicht indessen 
die geometrische Darstellung der Funktionen nicht; denn um die Funktio- 
nen einer Veränderlichen zu cödstruiren, bedurften wir zweier Dimen- 
sionen (für die unabhängige und abhängige Variabele), indem wir die 
Construktion in der Ebei&e ausbreiteten; Sir die Darstellung der Funk- 
tionen zweier, Variabelen waren drei Dimensionen nöthig und mithin wür- 
den zur Constrnktion der Funktionen von drei oitr mehreren Variabelen 

ScUAmileh Analysis I. zweite Aufl. 2- 
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vier oder noch mebr Dimensionen des Raumes erforderlich werden, die 
aber für uns nicht exisliren. Hier wird also der Calcül der Anschauung 
uberlegeB, ein Fhftnome», weMMs dimi After s» h^obaebton Gflfgeabeil 
finden wiri. 



C a p i t e 1 n« 
Die Gränzwerthe der Funktionen, 

r • 

Begriff der Gränze. 

Da ie. einer Funklion die. veränderliche GröTse alle möglichen WcrUie 
annehmen darf, $o kann man dieselbe auch auf die Weiae^ sich verän- 
dern lassen^ dafs ^e von, irgend einer Stelle an sich beständig vergr(H 
fsert, und gröfser als jede angebbare Zahl werden kann, oder dah sie 
sich bcsläudig vermindert und kleiner als jede angebbare Zahl werden 
kann,, also sich der Null fortwäbrend mehr und mebr nähert, ffier^ 
durch wird nun auch eine beständige Veränderung in dei;! Werth«h der 
Funktion herbeigeführt werden , die sich bei der unbestimmten Allgemein- 
heit, welche in dem Begriffe der Funktion liegt, schlechthin nicht angeben 
läfst. E i n Fall aber bedarf ganz besonderer Aufmerksamkeit^ Es kann 
nämlich vorkommen , da^s die Funktion sich mehr und mehr einer be- 
stimmten Gränze nähert, wenn die in ihr enthaltene Variabele fortwäh- 
rend ins Unbestimmte hinaus zunimmt. Diefs ist z. B. der Falf bei der 
Funktion 

deren zweiter Theil für wachsende :r. fortwährend abnimmt. Denn setzen 
wir der Reihe nach ar = n^ n-f-i^n-f-2^ ... wo 9t eine beliebige po- 
sitive Zahl bedeutet, so ist 

1 1 1 1 

Di^se« A^ualune gebt abec s^o. weil, dafs^ -kleiner werden kann, als iedQ 

1 ' 

noch £ta kleine augebbare Gröf$ic\ SfOlI nänülch - <1 ^ $.ein,. W9: s wffinA 

t 
eine belobige kleine Gröf$e bedeutet ,. so braucht n\an blos n^ - zxi 

nehmen, um sogleieh die Porderang au erßHIen. Ke. Grause, wetcber 
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sieh - nähert, mufs folglich clie Null sein. Mithin nähert lieh die Fank*> 
n 

tion o -f~ " (^ wachsende x beständig der Gränze a. 

Wir wollen diese bei verschiedenen Funktionen eintretenden Annä- 
heningen an feste Gräiizen noch etwas deutlicher zu machen suchen« 
Schon in der Arithmetik begegnet man der Erscheinung einer fortwähren- 
den Annäherung ah einen gewissen Gränzwerth , und zwar zum ersten 
Male bei der Verwandlung eines gewöhnlichen Bruches in einen Dezimal- 

bmch. So ist z.B. - = 0,11111 • . ., d. b. 

1 - ± 4- -L 4- J- 4- -1. 4- 

9 " 10 "■ 10« ^ 10» ''" 10* ■ • • • 

wobei man sich diese Reihe ins Unendliche fortgesetzt zu denken hat. 
Man kann sich nun vorstellen , diese unendliche Reihe sei dadurch ent- 
standen, dafs man in der endlichen Reihe 

10 "T" 10« ■*" 10» ^ •• • "^10»* 

welche n Glieder enthält, die Zahl n ins Unendliche habe wachsen lassen. 
Die Summe dieser endlichen Reihe ist aber offenbar eine Funktion von n, 
weil sie «ine andere sein wird, je nachdem man mehr oder weniger Glie- 
der zusammennimmt, d. h. je nachdem die Gliederanzahl n gröfser oder 
kleiner ist. Setzen wir also 

111 1 

10 + iö« + lö» + • • • + iö* =^«)' 

so ist jetzt f{n) eine Funktion, welche sieb für wachsende n nnbegränzt 

und bis zu jedem Gra^e der Genauigkeit der Gränze - nähert, weil diefs 

auf der linken Seite der Fall ist. 

Etwas ganz 'Ähnliches findet bei den Irrationalzahlen statt. Denn es 
ist z. B. V<2 = 1,414213 . . • oder 

^^ ~J + Tö + iö«.+ lö» + lö* + Tö« + • * • 

wobei nun V^2 nichts Anderes bedeutet als den Gränzwerth , welchem 
man sich fortwährend nähert, wenn man immer mehr und mehr Glieder 
der Reihe rechts zusammennimmt. 

Auch geometrisch läfst sieb die Erseheinung der bestäudigen Annä- 
herung an eine feste Gränze deutlich machen. Suchen wir z. B. die 

krumme Lkie, weiche das Büdikv Funktion a -A- - darstellt, iodem wir 

* X 

1 ' ' ' 
a'\r -^ =^y setzen» so erhalten wir für a: = 1, 2, 3, ... der Reihe 

2* 
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11 
nach y = a-f-l, a -\ — , ^"hi? ••• ^•^' Gröfscn , welche immer 

weniger und weniger von a differiren. Construiren wir dieselben, als Or- 
dinalen, so entsteht eine krumme Linie, welche sich mehr und mehr einer 
in der Entfernung a zur Abscissenachse parallelen Geraden nähert, ohne 
dieselbe jemals erreichen zu können (Asymptote). 

nafs in der Tbat eine solche fortwährende Annäherung an eine 
Gränze möglich ist, ohne dafs man jemals behaupten könnte, diese selbst 
erreicht zu haben, liegt an der unendlichen Theilbarkeit. der Dinge, d. h. 
darin, dafs man bei der successiven Thcilnng einer Gröfse niemals anf 
einen letzten untheilbaren Theil stöfst. Ziehe ich z. B. einen Strich von 
A nach B^ Fig. 3, so kann ich mir denken, ich hätte erst die Hälfte 
desselben AM vollendet,' dann von der übrigen bleibenden Hälfte MB die 
Hälfte MNy hierauf von dem übrigen Stücke NB wieder die Hälfte NP, 
dann von diesem wieder die Hälfle PQ u. s. f. Hier wird also eine voll- 
endete Gröfse AB in eine Reihe immer kleinerer Theile zerlegt, in eine 
Reihe, welche sich nie schliefst, weil man bei der Theilung selbst nie 
auf ein untheilbarcs Letztes kommt. Statt dieses regressiven Verfahrens 
der Theilung ohne Ende könnte man jetzt umgekehrt das progressive der 
Zusammensetzung des Ganzen aus seinen Theilen versuchen. Diefs ist 
nun zwar eine ebenso unvoUendbare Operation, wie die vojrige der Zer^ 
legung, \veil hinter jedem schon mitgezählten Theile ein anderer kleinerer 
kommt, der ebenfalls mitgerechnet sein will; aber man weifs doch' schon 

« 

im Voraus, was herauskommen würde, wenn man wirklich alle Theile 
zusammenrechnen könnte, offenbar nämlich dasselbe, was man vorher 
getheilt halte. Es ist also 

AB = AM'{-MN + NP^PQ-\^ .... in inß 
d. h. 



rolglich auch: 



d. i. 



AB=^-AB-\-\^B^i AB^ .... 



* -2 + 4 + 8 + T6 + 



i 1 1 1 

^ = 2 + 2« "^.2» + 2* ^" 



Da hier aber die wirkliche Ausführung der Summation ins Unendliche 
hinab eine blofse Uee und in Wirklichkeit nicht ausfuhrbar ist^ so mufs 
man sich dieser Idee wenigstens zü nähern suchen, und dies geschieht 
mittelst des Begriffes .der Gränze. Nehmen wir also jene fteihe vorerst 
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als eine endliche und betrachten ihre Siunnie als Funktion ihrer Glieder- 
aozdhl, setzen also: 

i , 1 , 1 , I 1 ^ • 

2 + 2ä + 23+ -+2"" ~^''^' 

so ist jetzt f\n) eine Funktion Von n^ > welche sich für wachsende n mehr 
und mehr einer bestimmten Gränzc nähert, nämlich der Einheit; in der 
That ergiebt sich , wenn man der Reihe nach ein , zwei , drei und mehr 
Glieder zusammennimmt, 

/*) =\> fm = f. A3) = g. /4) = ||, . . . 

also Zahlen, welche immer weniger von 1 verschieden sind. 

Zur Bezeichnung der Gränze y welcher sich eine Funktion für wach- 
sende oder abnehmende Werlhe ihrer Veränderlichen beständig nähert, 
bedient man sich des Zeichens Lim (von Limes die Gränze), welches 
man vor den Ausdruck setzt, dessen Gränze angegeben werden soll. Der 
Sinn einer' Gleichung wie 

Lim {a -\ — | = a,- für wachsende .r, 

1 
ist hiernach: für wachsende o:. nähert sich die Funktion rr 4- ~ der Gränze 

a; ebenso sagt die Gleichung 

^''» [2 + 22 + 23 + • • + 2*J = ^ ' ^"«^ wachsende //, 

nichts Anderes, als: je mehr Glieder der Reihe man sunimirt, desto we- 
niger differirt diese Summe von der Einheit. 

Die Bestimmung der Gränze, welcher sich eine Funktion für abneh- 
mendQ Werthe der Veränderlichen nähert, ist leicht auf den F^Ji einer 
Gränzbe^timmong für wachsende. Werthe zurückzufuhren; Hätte mau 
nämlich für abnehmende £ die Gränze Lim f(ö) zu bestimmen , so kann 

i 

man sich die Abnabme des d dadurch entstehend denken, dafs man d = - 

n 

setzt und jetzt die beliebige Zahl n fortwährelid wachsen läfst. Es kommt 
also dann die Bestimmung von Lim f{d) für abnehmende 8 auf die Bestim- 
mung von Lim /i-j für wachsende n zurück. Auch umgekehrt gilt et- 

•• . • 1 i 

was Ahnliches. Aus ß =^ - folgt nämlich n := ^ ; lÄfst man hier 6 im- 

n ^ d' 

mer Meiner wei'den , so wächst n foiti^äiurend und kann jede noch so 

grofse gegebene ZaU übersteigen, wenn man nur 6 klein genug nimmt. 

Hat man also Lim fin) für' wachsende n aufamsucben , so kann man 
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n = T setzen , wo jelzl ö eine beständig abnefimende Grörse ist, und re* 



duzirt jetzt jene Aufgabe auf die Bestimmang von Xtnt/I^j für abneh- 
mende d, 

Dafs der Quotient - kleiner gemacbt werden kann, als jede angebe 

«I 

bare Zahl, wenn mau nur n grofs genug nimmt, läfst sich auch dnrgh die 

Gleichung 

Lim |-*| £=s 0. für wachsende n, 

bezeichnen. Umgekehrt aber läfst sich keine Gränze angeben, der sich 

der Quotient j für abnehmende S nälierte, weil derselbe gröfser als jede 

angebbare Zahl gemacht werden kann. Um aber eine Gleichförmigkeit in 
der Bezeichnung hcrbeizufiihren , hat man eine beständig wachsende Grö- 
fse, die jede gegebene Zahl tibersteigen kann, . mit dem Zeichen oo belegt, 
so dafs man also auch setzen kann 

Lim I ^ I = oc 9 für abnehmende d. 

Mao muis sich hüten, hier das Zeichen oo für eine bestimmte Gröfse 
zu halten , wie etwa eine Zahl ; der Sinn der obigen Gleichung ist ganz 

einfach; wollte man die Gränze suchen, der sich -^ Tür abnehmende d nä- 

o 

hert, so müfste man über jede noch so grofse gegebene Zahl hinausgehen, 
was eine unausführbare Idee ist. Man darf sich auch nicht einfallen las- 
sen, mit den Zeichen 6 und oo nach den Regeln der Arithmetik rechnen 
zu wollen. Denn die Arithmetik lehrt uns blos mit endlichen bestimmten 
Gröfsen , nicht aber mit einem Nichts oder einem sich beständig ändem-r 
den Dinge rechnen; man würde sich also eine ganz überrecbtHche , wiD- 
ktihrliche Ausdehnung der arithmetischen Regeln 20 Scfanfden. kommen 
lässeu. 

BestimmuQg' der eiafachsttn GränzWerthe. 

Wir wollen für diesen Paragraphen , um des jedesmaligen Zusatzes : 
für wachsende oder für abnehmende x überhoben zu sein, eine beständig 
abnehmende Gröfse mit S und eiue über alle Gränzen hinaus wachsende mit 
(»bezeichnen, so dafs man aus der Bezeichnung selbst gleich erkennt, ob 
man den Chränzwerth eiaes Ausdruckes für abnehmende' oder waebseode 
Werthe der Verimderlii^h zu suchen habe* Als Aubaltepunkt für wet*- 
tere Gränzbestintfnon^tii dienen die bisher gefundeneik GlMcbungen 



Lim •% :aB ^, Lim — = 
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//i>w d = 0, Lim co = oo 

CD 

vou denea die ersten zwei aus dem Begriffe von d und na selbst hervorge- 
hen, die zwei letzten im vorigen Paragraphen bewiesen worden sind. Mit 
diesem einfachen Ap|>anite ausgerösiei^ WoOen wir nun eine Rei^ von 
Beispielen darchgeben. 

1) Hätte man TAm -j-z ztt bestimmett , worin a eine constanle Gröfse 

bezeichnet, i^o braueht matt nttr das i \tA Zähler und Nentier 2ti hebön, 
um sogleich die. Gräii^e zu finden. Bars es erlaubt sei , das^ d itt Nenner 
gegen das im fahler stehende z« streichen , obgleich die d sich beständig 
ändern, erhellt daraus; dafs die Gröfse d, M'ie klein man sie auch nehmen 
mag,.d9|ch immer sich selbst gleich sein mufs; setzt man also im Zähler 
für d einen auch noch so kleinen Bruch, so wird man für das im Nenner 
befindliche d offenbar den nämlichen Bruch setzen müssen , wobei man in 

jedem Falle heben kann. Es ist also Lim r» = r^ wie man auch schon 
•^ . . ho b 

daraus sieht, dafs die Funktion y = j^ eine ConsUiite irt, dk für alle 

Werthe von x^ also auch noah so Ueine, den nämlichen Werth von 
y giebt; / ' 

nÄ 

Wollte man in itft Futtktion j-t statt tn hebett , gleich sag«n : im 

Zähter nähert sich d' der Null, fblgUch attc(h aS der Null und ähnlich im 

Nenner, so würde man auf den unbrauchbaren Ausdruck •- stofsen, mit 



dem sich defshalb nichts weiter anfangen läfst, weil die Arithmetik uos 

nicht mit ihm rechnen gelehrt hat. Indessen wissen wir di^st^s Mal doch, 

was er bedeutet, nämlich soviel als Lim y-z, und da diefs = t ist, so 

^ ^ 00 ö 

haben wir für diesen Fall 

. /« ♦ 

~ i' 

so dafs ^0- jede beliebige endliche Gröfse bezeichnen kann. 

ad" 

2) Es sei Lim t-t- zu bestimmen. Hebt man hier das d des Nen- 

nrers gegen em d des ZSbters, was ^enbar für jedes auch noch s6 kleine 
d ricb% ist, .so ist - ^ 

^ö^ a 
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mithin aacfa 

Lm YT- = Lim -r 6, 

. 00 . 

Da aber d immer kleiner wird, so verkleinert sich auch j-i beständig und 

I 

es nähern sich also S nnd r^ gleichzeitig der Null. Folglieh ist 

Lim TT-' == 0. 

00 

Wollte. man hingegen, ohne zu heben, so schliefsen: für abnehmende d 
nähert sich d^, folglich auch aS^ und ebenso bd der Null, so würde man 

a5« 

finden, so dafs in diesem Falle wegen des vorigen Gfanzwerthes 

— ^= > 


sein mufs.. 

3) Es sei Lim ?t7 aufzusuchen. Hebt man hier das i im Zähler 

^ 00^ 

gegen ein ö im Nenner, so bleibt 

. . «3 r ' ^ r , a ' i 

Lim YTs: = Lim -r-r = Lm t '• -s- • 

00^ 00 



1 - 
Nun wird aber ^ immer gröfser, je mehr S abnimmt, folglich muGs auch 

tt 1 - ■ 

der Ausdruck , . t für abnehmende S beständig wachsen. Es wird also 

Lim j^^r = oo 

Wollte man i nicht heben, sondern sagen.: bei abnehmenden tf nähern sich 
a& und hi^ gleichzeitig der Null, so erhielte man> 

ab 

Lim TTS" -== :r 

und durch Vergleichung mit dem vorigen Gräuzwerthe 



Man sieht hieraus, dafs der Ausdruck r g%nz unbesUnimt und vieldeutig 

ist, da er sowohl jede endliche Gröfse ^r.^ wie auch.& und oo bedeuten 
kann. Welchem voh diesen Werthcn in'jedem speziellen Falle der Aus- 
druck - gleich zu setzen sei, kann man nur dann erfahren, wenn man 
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die Entslehungsweise der beiden Nallen kennt, d. o. wenn man den 

* . 

Ausdruck ~ als Gränze einer anderweit £:egebenen Funktion betrachtet. 

4) Wie man durch solche Gränzbestimmungen zu neuen Sätzen ge- 
langen kann, wollen wir an folgendem Beispiele zeigen. Setzt man in 
der Gleichung 

Breton X -t- j4rctan y = j^rctan — ^^^ 

1 — xy 

1 ' . . ' 

y = — i — ;. so erhält man nach einer leichten Reduktion auf der recb- 

ten Seile 

jiipctan X + Arctan — \ — =. = Arctan — ^^ — ' ' — . 

Lassen wir hier'd immer kleiner werden, so nähert sich ir -|- d der 
Gränze x und der Quotient 

x{x'\-S)-\- \ 

5 

wachst ins Unendliche hinaus, so dafs er jede gegebene Zahl ^übersteigen 
kann. Je gröfser aber die Tangente eines Bogens ist, desto näher liegt 

der Bogen selbst an - , weil umgekehrt die Tangenten ins Unendliche 

wachsen, wenn man näher und näher an - kommt. Der Bogen also, 

welcher jenen Quotienten zur Tangente hat, nähert sich mehr und mehr 

der Gränze -z* Geben wir nun rechts und links zu den Gränzen für ahr 

nehmende h über, so erhalten wir die wichtige Gleichung 

(i) Arctan x -1- Arctan — = -. 

Wir. wollen uns jetzt mit der Aufsuchung einiger Gränzen für wach- 
sende Werthe der V.eränderlichen beschäftigen. 

5) Zuerst bemerkt man leicht, dafs der Ausdruck — denselben Cha- 

... cx> 

rakter der Unbestiknmtheit und:^ Vieldeutigkeit an sich trägt, wie der ent- 
sprechende ~, wobei man zu beachten hat, dafs in jedem Ausdrucke das 

Zeichen oo nicht etwa ein bestimmtet Quantum als Ganzes genommen, 
sondern eine beständig fort wachsende Zahl bedeutet. Um sich immer 
daran zu erinnem , kann' man etwa setzen 

oc = l-rj-l-j-l-f-l-f-... und immer so fort 
und diefs als Definition von oq festhalten. Wenn*man' nun in den Aus- 
drücken 
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am dl»* 4U0 . 

bm* bm * bm^ 

G) ins Unendliche wachsen läfst, so gehen sie in die gemeinschaftliche Porm 

— über« Hebt man dagegen ' Zähler und Nenner mit 09^ was für jedes 

auch noch so grofse <d erlaubt sei, so findet man- der Reih« nadi 

. . am ^ 

Lim t — == 00 . . 

- . flw ^ 

Lim 






SO dafs also der Ausdmck — ebensowohl eine endliche Gräfse t^ ^ 00 

(X) 

and bedeuten kann. Man darf daher auch mit dem Quotienten. — nicht 

schlechthin rechnen, sondern nur in so fern, als derselbe einem Gräuzen- 
übergange seine Entstehung verdankt. 

6) Cm den Gränzwerth des Quotienten 

CO 

zu ermitteln , bf'auclit man nur mit dem Nenner in jedes Glied des Gab- 
lers zu diyidiren, wodurch die Gleichung 

—^—z=z—{-iz=zi4-a.- 

» 4» * CD 

erscheint, und in dieser m ins Unendliche wachsen zu lassen. Man er- 
hält dann 



f^A±J?=:l 



(2) Lm 

m 

M 

weil Lim -/ also auch Idm — = ö ist. 

m ^ CO 

7) Es sei 4ie GfüBze des AusdriieL^ 

CO 

» • 

aufzusuchen. Man kann hier auf doppelte Weise verfahren ; einmal neu- 
lich ist / . 

CO . a 



a -f- « ^ "f^ ^ 

und dann auch durch Division des Zählers üuJ Nenners mit o: 

CO ' ^ 1 
Ä -J- CO *"^ a , 
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In der ersten Form nintml für wachsende m der Qaotient — r — bestän- 

a-f-a» 

dig ab und nähert sich fortwährend der Null. Man bekommt also durch 

Übergang zur Granite 

(3) Lim — 5 — = 1. 

In der zweiten Form wird der Qaotient ^ immer kleiner und nähert sieh 
der Granze , folglich der ganze Nenner i -\ — der Gränze 1 ; mithin 

CD 

ist wieder 

09 

Lm — i — = 1 

wie vorher. 

Man leitet ebenso leicht das allgemeinere Theorem ab: 

(4) Umtt^^l 

a -f- a 

welches sich auch m Worten ausdrücken läfst, nämlich; ,,Addirt man zu 
Zähler und Nender eines Bruches dieselbeU) aber immer grefsere ZaUeo, 
so nähert sich der Werth desselben fortwährend der Einheit/' 
So nähern sich z. B. die Bruche 

12 3 4 5 

2' 3' 4' 5' 6' • •; - 

2 3 4 5 6 

1' 2' 3' 4' 5' ••• 
die dadurch entstehen, dafs man im Zähler und Nenner immer 1 addirt, 
fortwährend der Einheit^ wie man auch daraus sieht, dafs man sie so 
schreiben kann:' 

' i 1 1 i 1 

2'; 3' 4 5 6 

*+T. i+|, *+|. *+5..» + i, ... 

wobei in der ersten Reihe eine bestäadige Zunahme ,, in der zweiten eine 
Abnahme satt findet. 

S) Ein wichtiger hieher gehörender Satz ist noch der, dafs für Je- 
des a> i, 

i ~ Lim Ä* = oo 

ist. Man sieht die Richtigkeit desselben leieirt auf den ersten Blick ein, 
wenn a eine ganze Zahl ^ 1 ist, dagegen erhellt diefs nicht so unmit- 
telbar, wenn a nur wenig von der Einheijt dlfferirt. Denn obschon man 
leicht bemeiki, dab die Potenzen* a^ a*, a^ ... in diesem FaHe zoneb- 
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men, so folgt hieraus doch nicht, ilafs jenes Wachslhum ins Unendliche 
fortgehl. Nun ist aber durch gewöhnliche Division 

?!-Ill = fl*-* -f fl"-» 4- . . . + fl« + fl + 1 

wobei rechter Hand n Summanden vorkommen. Wegen der Vorausse- 
tzung a ^ 1 ist auch jede der Potenzen a, a^, . . .' ö*""* gröfser als 
Eins; setzt man daher in der obigen Gleichung rechts die Eins au die 
Stelle jeder Potenz von a, so hat man zu wenig gesetzt und es ist folg- 
lich wegen der n Summanden 

r > ^ 

a — i 

oder durch Multiplikation mit a — 1 und Transposition 

«*>► 1 -f-«(fl — !)• 
Wenn nun n ins Unendliche wächst, so kann das Produkt n{a, — i) jede 
angebbare Zahl übersteigen und es folgt daraus um so' mehr 

(5) Lima^ = oo, furÄ>i. 

Wäre dagegen a <:^ I , so kann man a = r setzen, wo nun 6^1 ist ; 

dann wird 

> 

Lim er = Idm — = ' 
weil nun b^ ins Unendliche wächst und fofarbch — sfch der Gräuze Null 

^ ja, 

nähert. 

Allgemeine Satze über GräQZbestimmangen. 

Wenn eine Funktion aus mehreren anderen Funktionen zusammen- 
gesetzt ist, deren einzelne Gränzwerthe bekannt sind, so entsteht die 
Frage, wie man den Gränzwerth der zusammengesetzten Funktion aus 
den Gränzwertheä ihrer einzelnen Bestandtheile herleiten soll. So besteht 
z. B. die Funktion 

/(a?) = - — j — . Arctan x 

aus zwei Faktoren , von denen der erste sich der Gränze Eins und der 

1 ' 

zweite der Gränze -n nähert, wenn x unendlieh wächst, und es bleibt 

i ' 

nun noch zu untersuchen , wie sich Lim f{x) aus jener 1 und - it bildet. 

In solchen- Fällen hedient man sich der nachfolgenden Sätz($. 
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I. Ni)ier( sich die Funktion g>{3ß), gleichviel ob iiir wachsende oder 
abnehmende Xy der Gränze a^ so darf man tp{x) =z a'{^S setzen, worin 
^ zwar eine an sieb unbekannte Gröfse ist, von der man aber wenigstens 
weifs , dafs sit versehwindet , wenn man von ip{x) za Lim .q>(x) übergeht, 
weil in diesem Falle die Gleichung Lim gf{x) = a, der Voraussetzung 
nach, herauskommen soll. Ist ebenso Lim i/;(a7) = &> so -darf ^{x) := 
6 -|~ { gesetzt werden , wo. nun auch c beim Übergänge zur Gränze ver-^ 
schwindet. Man bat nun 

(Pix) + t(^) = « + Ä + (Ä + c) . 

= a±b-{-S±B 
folglich 

Lim [(p(x) + '«/'(a?)] == fl + Ä 
oder vermöge der Werthe von a und b 
(1) Lim [(p{x);;h i^'C^)] = Lim g>(x) ^ Lim ipix) 

d. h. der Grädzwcrth einer Summe oder Differenz wird dadurch gefun- 
den, dafs man* die Gränzwerlhe der einzelnen Bestandlheile addirt resp. 
subtrahirt. . 

Hat man- allgemeiner fiir.»i verschiedene Funktionen g>i(a:), 9^2(^)5 

Limq>^{x) = «j , Lim q>^(x)=^a^, . . . Lim <p^{x) = a^ 
so fblgt . * 

und mithin ^ . 

== ^1 i ''2' i ^» i • • • d: <*i 
+ ^i + _^2 + ^s +•••+*, 

Neiinen wir £' die ihrem absoluten Werthe nach gröfste und d" die ebenso 
kleinste unter den Gröfsen d^ , d^^ ... 6^, so ist das Aggregat 

(3) ^l±«2±«8±--+*m 

jedenfalls kleiner als ^ 

Ä'4-^^ö' + '. .. + d'=m«' 
und gröfser als 

' y -|- 6" -f- ö" -^ . . . -|- ^' = wd" 
Da nun m eine linveränderüche Zähl ist und sämmüiche d, also auch 
d' und d", be^m Gränzeniibergange verschwinden , so nähern sich and' und 
ntd", folglich auch das in (3) verzeichnete Aggregat der Gränze Null und 
es bleibt aus No. (2) noch übrig 
(4> Lim [q)^{x) ± q)^(x) ± q>^{x) ± . . .+ q>n,{^)] 

= Äj + 02 + A3 + • • • ii'^m 

a= Lim (Pi{x) -^^Lim ff^x) + Liln^^{x) + ....+ Lim fp^{x) 
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I>ie9e Gleidmng zeigt , wie maD den Gränzwerth einer Funktion findet, 
die aas einer endlichen Menge anderer Funktionen darch Additionea 
oder Suktraklionai zusammengeaetzi ist. Es besteht aber dieses Theorem 
im Allgemeinen nicht mehr, wenn die Anzahl jener Bestandiheile nnend* 
lieh grofs ist, denn es könnte dann sehr wohl sein, dafs die Summe 
j^ + d^ Hh ^3 dü otc., die nun aus einer unendlichen Menge abnehmender 
Gröfsen besteht, sich einer von Null verschiedenen Gränze näherte. 

IL Die Aufgabe, den Gränzwerth eines Produktes zu finden, läfst 
sich leicht auf die vorige zurückführen. Aus 

^iW ^aW 9s(*) • • • 9>m(f) 

= («1 + *l) («»+*«) («8 + *t) • • • («» + *«) 

folgt nämlich, indem mau beiderseits die Logarithmen niitamt, 

log [q>^{x) q>^{x) 9>30r) . . ; fpjx)] , 

= %(fl| +*i)+ %(«» + *«) + %(«8 + *8) + • • • + %(«« + *«) 
nennen wir die linke Seite ({x)^ so ist durch Übergang zur Gränze 

. Lim ßx) = log Äj -f" % «2 + % ^8 + • • • + % ^» 
— % («1 «« «8 ' • • O 
mithin 

f{x) = log (flj Ä2 «« • • • O + » 

wo B eine Gröfse bezeichnet, weiche beim Gränzenübergange verschwin- 
det! Bezeichnen wir mit B die Basis des iogarilhmischen Systemes, so 
folgt weiter 

oder vermöge der Bedeutung von f[x) 

^^^ f^l ^fl ^8 • • • 0,11 • JSf^ 

Beim Übergänge zur Gränze verwandelt sieh B^ in B^ ^^ 1 und es 
wird jetzt , 

(5) Lim [(p j (x) q>^{x) (p ^x) . . . g>^{x)] 



Äj «a ^8 • ' • ^1 



= Lm g>i{x) . Ltm g>^(x) . Lim (p^{x) . . . Lm (pj^x) 

d. h. der Gränzwerth eines Produktes ist das Produkt aus den Gränzwer- 
Ihen der einzelnen Faktoren. In der Anwendung auf das im Anfänge ge- 
nannte Beispiel ist also 

Lim I ; — a- — . ArctOM x \ 
\\-\-x / 

= Lim — T-j — . Lim Breton x == i . - 

1 -jr^ 2 

Doch nmEsi hier wiederum b^o^rkt werden, dab der in. No. (5) aus- 
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gej^roekene Bul^ iHir füt eiiie eoriürbe Aasabl tm Pakloreii Giilligw 
keit besitzt. 

IIL Bei dep. Di Vision ist die Sadie ganz ähnlich ; aus Ldm q>{x) z= a, 

i^{x) b -\: t h ^. az — bS 

, 9(a?) ~ a -j- Ä a "^ fl (fl + *) 
und durch Übergang^ zur Gränze 

m Lim m^f) = t=z lAmjim^ 

wftük «U^n Friiberf« ¥Qflig aoftlpf iai^ 

IV. U^ den Gränzfvittrtli des lasMnnengeselBleii AvedrodLS 

zu bestimmen , nehme man beiderseits die Logarithmen der Basis B; 
dann iist 

Be;EeiGhnen wir die linke Seite für den Augenblick mit f{x)s so fol^t 

mitbin 

WQ i\ Qine bejwi GränssewbergaBge verscbwindeiide Gröfise ist. Man kal 
nun weitet 

> * 

oder yermöge der Bedeutung v^n f{x) -^ 

und hieraus folgt durch Ubei^ang zur Gränze 

(7) ' Lim [9W'(')] == ai === [Lm 9(:r)]«»'V^(*) 

Vi- Sehr häu6g benutzt man zu Gränzbestimqpungen folgenden Satz: 
wenn die Funktion f{x) zwischen, ^(x) und t^(a:) liegt , also die Un* 
gleichung 

9W > /(*) > tW . • 

statt Gnd^et und sich q>{x) sowohl ^Is ^x) einer und derselben Gränze k 
Dällert, so ist auch Xem /i[ar) ssx ib. 

Di^fsi folgt leicht ans der Bemerkung^, daß eine zwischen A «md £ 
liegende Zahl M, (A> M'^ B) jederzeit unter der Form 

.. M = B^^{4-^B) 

dai^estellt werden kann , wo q einen positiven ächten Bruch bezeichnet. 
Man kana d»ber •lek 
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seUen und es folgt nun durch llbei^ang zur Gräoze, wegen Um ijp{x) = k 
und Lim '^[x) =: k, 

Lmf{x) = k 

wie behauptet wurde. Beispiele hierzu Vird man in dem nächsten Para- 
graphen finden. 

§• 8. 

Gränzbestimmangen an Potepzen, Exponensialgröfsen und •Logarithmen. 

Um von den aUgemeinen Theoremen ^ welche wir im vorigen Para- 
graphen entwickelt haben, einige brauchbare Anwendungen zu zeigen, 
geben wir eine Reihe von Gränzbestimmungen , die uns späterhin' von 
Nutzen sein werden und die auch in den höheren Theilen der Mathematik 
eine wichtige Rolle spielen. ^ ' 

I.- Aus dem bekannten Satze 

?L_Zli = I 4. fl + fl« 4- flS ■ , . . -La"*-* 
a — i ■ ■ ■ I ■ 

folgt für a = 1 -|~ ^5 

(i + sr-i 
— d — ^ 

= 1 + (1 + ^) + (i + «)* + (1 + «)« + • . . + (1 + «)*"' 

Setzen wir ö als eine positive Gröfse voraus , so ist rechter Hand jeder 
Summand gröfser als sein Vorgänger, also 1 der kleinste und (i 4 ^)^''^ 
der gröfste Summand. Lassen wir daher erst i und dann (1 -f~ ^)*^^^ an 
die Stelle jedes einzelnen Summanden treten, so kommt auf der rechten 
Seite im ersten Falle zu wenig, im zweiten zu viel heraus, und es ist 
also, weil m Summanden vorbanden sind, 

(1 + d)* -^ 1 . 

- 

• * 

oder bei übersichtlicherer Schreibart 

m (1 -f" 0) ^ 5 — j ^ m, 

Lassen wir d in Null übergehen , so nähern sich die äufsersten Glieder 
fft (i 4 ^)^^^ und m der gemeinschaftlichen Gränze m und es folgt jetzt 
nach No.V. des vorigen Paragraphen 

(3) Lim • — = — 5 = m 

Dieser interessante Salz läfsl-sich leicht auf den Fall ausdehnen, wo^der 
Exponent m keine if^pze positive Zahl ist« Za diesem Zwecke ^»breiben 
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wir in No. (1) und (2) a für & und geben jenen Ungleichungen die Form 
(.4) (1 + «r > 1 + ma 

(1 -f- «)* < 1 4- »«« (i + «r"' 

da (1 -f- o)"*^^ ^ (1 *{- a)^ ist, so kann man statt der zweiten Unglei- 
chung die stärkere setzen 

(1 +«)'*< i + ma (I + a)~ 
Diese ist besonders in dem Falle brauchbar^ wo mu weniger als die Ein- 
heit beträgt; man findet unter dieser Voraussetzung, indem man (1 -f- «)** 
als Unlekäunte behandelt, 

(5) (1 + «r < 7—^ — \ w« < 1- 

1 
In No. (4) setzen wir jetzt a = — /? und ziehen beiderseits die mte 

Wurzel; so "wird 



1 ß 
in No. (4) nehmen wir « == — , , ^ und ziehen ebenfalls die wte Wur- 

zel, so ist für jedes positive ß - 

In den beiden so gewonnenen Ungleichungen schreiben wir 9 fiir m^ also 
bei umgekehrter Stellung 

erheben beiderseits auf die jite- Potenz und benutzen zugleich, die in 
No. (4) und (5) verzeichneten Beziehungen wieder; es ist dann 



l" . 1 



q 

wobei aber in der zweiten Ungleichung - ß ^i sein mufs. Da man 

sich irrationalen Zahlen durch rationale Brüche (Dezimalbrüche) bis zu 
jedem beliebigen Grade der Genauigkeit nähern. kann, so müssen die obi- 
gen Beziebongen ütr irrationale Zahlen ebenfalls gehen , weil sie nie anf^ 

SchUnfleli Analytia I. iwieite Aufl. 5 
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hören richtig zn sein , während ipan den Bruch - näher und näher ein die 

n 

Irrationalzahl herankommen läfkl. Setzen wir also fi für - , so ist fiir 

9 
jedes positive (irrationale oder rationale) fi 

(6) (i4-(S)f.> i+^_^ 

(7) (1 -^ßf < 1 + <* i~^' fß '< * 

1 

wobei die rechte Seite der zweiten Ungleichung mit dem früheren - — ^ — 3 

einerlei ist. Aus diesen Ungleloiningen findet man sogleich für fid <^ 1 

F ^ (l + 6f — I ft 

und folglich für d = 0, wo nun. der Bedingung fid ^ i jedenfalls ge- 
nügt ist, 

(8) L^<A±^1 = , 

und diefs gilt für jedes beliebige positive fi. Wäre endlich der Exponent 
von 1 -l" ^ negativ, etwa = — A , so ist 

_ _ (i -f d)^ — i i_ - 

Von den beiden auf der rechten Seite stehenden Faktoren nähert sich der 
erste der Gränze A, weil k an sich positiv ist, und der zweite der Gränze 
I ; man hat daher 

o 
Fassen wir diesen Satz mit dem in No. (8) verzeichneten zusammen , so 
ist nunmehr für jedes von Null verschiettene fi 

(9) ^.^(i-i-y-i^ 

O 

Hieraus folgt z. Bi, dafs für sehr kleine d näherungsweis die Gleichung 

-X-j = f* 

oder 

statt finden umJji , uod di«l« lieGse «cb in mancbea Fällen re«bt gut be- 
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nutzen. Um z. B. aus 1001 die Cubikwarzel zu ziehen , k^pn man 
setzen 

(1001)* = [looo . (i + ^)]* 

also näherungsweis 

Kl 001 = 10 ( 1 + i . r;^! = 10,00333S . . . 

was in der That aaf fänf Dezimalstellen mit der Gubikwurzel aus 1001 
übereinstimmt. 

II. Muitiplizirt man die für jedes positive (i geltende Ungleichung (6) 
mit i -{- ß, so folgt 

oder für fA 4- 1 = ^ 9. wo X eine die Einheit . übersteigende Zahl bedeutet, 

(1 -I- ß)^ > 1 + ^ß. . 
und hierin haben wir eine Erweiterung des in Np. (4) entwickelten Sa- 
tzes , in so fern hier der Exponent keine ganze positive Zahl , sondern 

nur nl)erfaaupt ^ 1 zu sein braucht. Setzen wir ß z=z -- und erheben 

beiderseits auf die Potenz q, so folgt die Ungleichung 

deren Sinn sehr leicht einzusehen ist. Weil Qämlich Xy> i, so ist 1^ ^ ^ 
und da aufserdem A beliebig bleibt, so kann Xq jede Zahl r bedeuten, die 
mehr als ^ beträgt; d. h. also: für %^(f ist immer 

Hieraus geht hervor, dab. der Ausdruck ^ ' 



(' + i)' 



fortwährend zunimmt , wenn a> ins Unendliche wächst. — Diese Zu- 
oahme geht jedoch nicht ins Unendliche fort,, denn setzen wir in No. (7) 
oder 

1 1 

ß i=z — und. erheben beiderseits auf die ^te Potenz , so folgt für - ^ 1 

oder ^ > 1 

3* 
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(11) 



+ s) 



(' - J)' 



und hier zefgt schon der einfache Fall ^ = 2 , dafs der Ausdruck linker 
Hand nicht unendlich werden kann. Aus diesen Bemerkungen zusammen 

folgt nothwendig, dafs der Ausdruck \i -\ — ) sich für unendlich wach- 
sende CD einer bestimmten endlichen Gränze nähek*n mufs.und zwar ist 
dieselbe gröfser als irgend eine der fortwährend wachsenden Zahlen 

O+i)'- (•+!)■• (^+0*' •••■ 

dagegen kleiner als irgend eine der (fortwährend abnehmenden) Zahlen 

1 *1 1 



*' / i\*' / 1\* ' 



• • • • 



und 



(-0 (-ro-i) 

Berechnet man also zwei Potenzen von den Formen 

(<+9'-(^-)" 

I -^ .- I immer zwischen ihnen und iäfst 
sich hiernach mit beliebiger Genauigkeit ermitteln ; so ist für n = 1000/ 

It;;:^;! =2,717...; | -r^^r- 1 =±2,719...- 

VlOOO^^ ^ ^ \999j ' 

und folglich wenn man das arithmetische Mittel nimmt 

Znn£(l+i)"J = 2,718... 

wobei die zwei ersten Dezimalen entschieden richtig sind. Für diesen 
Gränzw«rth 2,718 • • . hat man den Buchstaben e eingeführt, so dafs also 
€ in der AQ^lysis ebenso ausschliefslich die^ Zahl 2,718 ...bezeichnet, 
wie n die Ludolphsche Zahl ; wir haben daher 

(12) £«« [(l + ly] = *. 

Wollte man allgemeiner den Gränzwerth von 



+ 9 



(0 
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bcstimineu, wo z eine beliebige Zähl bezeichnet, so gebe man dem Aus- 
drucke die Form 




und berücksichtige , dafs nun - ganz ebenso .eine . uneqdlich .wachsende 
Zahl isl. wie Trüber co; setzt man daher — = to\ so wird 

(■ + r = + i)"' = [(' + ^ri 

und hieraus ergiebt sich für unendlich wachsende o und lo' 

(13)*) /,,>« [(l + ^)'"] = 

IIL ' Betrachten wir noch deir Ausdruck 

«^ — 1 

Je kleiner hier d wird, desto weniger ist a^ von der Einheit verschieden 
und wir können daher 



€»• 



*) Es läfst sich dieser Formel eine sehr anschauliche Seite abgewinnen) wenn man 
die Lehre von den zusammengesetzten Interessen damit veifknüpft. Beseichnen wir 
nämlich' mit z die 2insen von eifern Thaler auf ein Jähr, so ist bei einfachen Inter- 
essen das Kapital 1 in einem Jahre auf X -f--« .angewachsen. Werden dagegen die 

1 

Interessen in Terminen von — Jahr zum Kapital geschlagen und mitverzinst, so Ist 

z 

der Werth des Kapitales 1 am Ende des ersten fMel Jalires s= 1 -J , am Ende 

. • . ■ tu 



1 -j f , amrEnde des dritten mtels = (t "J" "" ) "• *• *• 



— ) , amrEnde des dritten mtels = fl +* — 
am Ende des ganzen aus m gleichen Theilön bestehenden Jahres also 



-=0 + ^. 



Läfst man nun m beständig wachsen, so werden der einzelnen Termine immer mehr 
und die Zeiten zwischen ihnen immer, kleiper, u^d geht man zur Granze für unendlich 
wachsende m über, so giebt jetzt 



^'» lO + ^)1- *' 



denjenigen Werth des Kapitales an, w^her ' entsteht , wenn stelig nach einander 
die in jedem Angeublicke, gewonnenen interesseu sogleich zum Kapitale geschlagen und 
mitverzinst werden. Man kann daher sagen: eine. GroTs^, w^che in einer gewissen 
Zeit bei einfachen Wachsthute von 1 bis 1 -1- 2 zunimmt , wächst in derselben Zeit 

auf c* an , wenn das Wachsthum so geschieht , dafs in stetiger Folge jeder bereits 
erzeugte Theil gleichmafsig wieder neue Theile erzeugen hilft. Das Erste entspräche 
etwa einer unoi'gauischen Anhäufung , das Zweite einem organisphen Prozesse. 
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CO 

setzen, wo co eine Gröfse bezeichnet, die nnendlich wächst, wenn 6 sich 
der Gränze NuU nähert. Ans der vorstehenden Gleicbonji^ folgt aber 

und mithin durch Substitution der für a^ und ö gefundenen Ausdrücke 
«^ — 1 » 1 



''»0 + =)- •*[(' + ;)"] 



für verschwindende d, also unenjilichv wachsende, co wird hieraus 

«^—1 i 



(14) V Lim j. — . 

Man kann dieser Gleichung noch eine bessere Form ertheilen, wenn mau 
sich die Zahl e als Gru&dzahl eines logarilhmischen Systemes denkt; be- 
zefchnen wir die Logarithmen dieses Systemes, welche man natürliche 
genannt hat, mit einem blofsen /^ so wäre 

und folglich, wenn man beiderseits die künstlichen Logarithmen des Sy- 
stemes a ttfanmt, ' . ^ 

oder umgekehrt 

'log e 
Hierdurch nimmt die Gleichung (i4) die elegante Form an 

ö* — i 

(i5) Lim z — ==z la . 

-' - >. 

In den Gleichungen (13) und (15) spricht/sich das interessante Resultat 
aas, dafs man die natürliche Exponenzialgröfse e^ und ebenso den natür- 
lichen Logarithmus einer Zahl als gewisse Gränzfälle de^ Potenz ansehen 
kann, und es wird also mittelst jeneiS* Formeln ein Zusammenhang zwi- 
schen diesen verschiedenen Funktionen aufgeschlossen.' 

• §. 9.- . 

Gräozwerthe b^i gODlometrischen und'^cykloinetrischen Funktionen. 

I. Der Sinus irgend eines spitzen Bogens ö ist offenbar immer klei- 
ner als der Bogen , die Tangente abei' gröfser als letzterer hnd mau li^t 
daher - 

tan ö > ö '^ sin ö ' ' 
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woraus man lungekehrt scbKersl: 



cot ö < 



"■ d sin ö 

MüUiplizirt man diese Ungleichung mit sin d , so folgt 

^ ^ si'n 9 ^ ^ 
cos ^ — ^r— ^ 1 



ubd es läfst sich diese Ungleichung benutzen, um daraus die Gränze zu 

siti S 
bestimmen , welcher sich der Quotient ^ nähert , wenn 6 in N«U 

übei^eht; man erhält nämlich zofolge des in No. V. des §. 7. erörterten 
Prinzipe^ 

sin d 
(i) Lim -j^ =: 1 

Wäre allgemeiner der Gränzwerth von — ^ — zu bestimmen, wo «eine 

constanle GröFse. bezeichnet, so bedarf es nur der Bemerkung, dafs aö 
mit d gleichzeitig bis zur Null abnimmt ; setzt man daher ai = d', also 

sin €i6 sin V 

so ist ^ eine ebenso wie d verschwindende Gröfse und man hat daher 

sin ccö 
(2) ^ Lim — r— = « 



Aus diesem Theoreme läfst ^ich wiederum die Gränze ableiten , der sich 

— Y — nähert ; es ist nämlich 
o 

tan ad sin aö 1 



ö d. cos 

und hier geht für d='0 der ersfb Faktor rechter Hand in a, der zweite 

in i über , so dafs man erhält 

tan cii 
(5) Lim — -jz — = a. 

II. Kehrt man die hier gefundenen BeziehiingeH um , so erhält man 
Formeln , welche zwar der Sache nach von, den obigen nicht verschieden 
sind , aber sich formell in sio fern aotersot|ei()en , als in ihnen nicht-gonio'» 
metrische, sondern cyklometrische Funktionen vorkommen. Setzen wir 
nämlich sin d = <&,. so folgt, weil 6 als spitzer Bogen angenojum^n wurde^ 
umgekehrt i= Aresin ^^ tiiithin 

51« d ^^ 

d Aresin ^ 

■ • r 

Oider umgekehrt 
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Aresin ^ i 

^ sin ö 



8 

Wenn oqd S in Null übergeht, so verschwindet auch ^ und man hat daher 

, , Arcsin S' 
(4) Lim . ^' = V 

wo sich das Zeichen Um auf das Verschwinden von ^ bezieht. 

In ähnlicher Weise folgt aus tan 9 = ^ , umgekehrt i ±= Arctan ^^ 
mithin 

tan 8 ^ 

8 ~ Arctan ^ 
oder 

Arctan 1 



^ tan^ S 

folglich durch Ubei^ng zur Gränze für verschwindende 8^ wo nun auch 
^ verschwindet, 

Arctan & 

(5) z,i« :f!l^!iJi = 1. 

III. Um die Transformationen, welche zur Ermittelung eines Gränz- 
werthes dienen, an einom etwas gröfseren Beispiele zeigen zu' können, 
wollen wilr noch die Frage beantworten, welcher Gränze sich der Ausdruck 

f «... a\"* 
\ m ■ mj 

nähert, weqn man die Zahl m ins Unendliche wachsen läfst. 

Wir geben dem vorstehenden Ausdrucke zunächst dadurch eine an- 

dere Form, dafs wir dioGröfse — , welche sich für unendlich wachsende 

m 

m Aet Gränze Null nähert, mit einem einzigen Buchstaben 8 bezeichnen, 
also — =z 8 und umgekehrt m == t setzen : es ist dann 

(et a\ "* — 

cos -^ + I *?» ~ I = (cos 8 + tsin 8)8 
m ■ mJ VI/ 

(6) = (CO* d)9 (1 + t tan 8)8 = (1 — sin^ 8)^ (1 4- V te« «)S 

und nun untersuchen wir jeden Faktor für sich. Was den ersten Faktor 

betrifft, so ist offenbar 

(1 TT- sin^S)'i8 = [(1 _ 5i««Ä)i5^]2 • d •'*'** 

1 

und da «m^ 8 mit d gleichzeitig verschwindet, so können wir sin^8 =^ ~ 

09 
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setzen, wenn wir unter m eine unendlieh wachsende Zahl versleben; 



so ist 



a sind . « 
o 



Durch Übergang zur Gränze für unendlich wachsende m und verschwin- 
dende i folgt hieraus nach No. (13) des vorigen Pai^agrapben (für z= — 1) 
und nach No. (i) 

(7) Lim 1(1 — sin* S)fi\ = [e-*]2 * ^ ' ^ = e« = 1 . 

Um ferner den Gränzwerth des zweiten auf der rechten Seite von No. (6) 

vorkommenden Faktors zu bestimmen, setzen wir 

a 1 tanB 

(1 -f. ilan i)i = [(1 + i tan i)itand]T' ' "* 

und da itdnd mit d gleichzeitig verschwindet, so können wir — statt 

itanS setzen, wo a> eine unendlich wachsende Zahl bezeichnet; so ist 
dann ' 

und hieraus ergiebt sich durch Ubei^ang zur Gränze für unendlich wach- 
sende o'und verschwindende d. 

(8) Lim 1(1 + itan d)^} — e^'^ 

Benutzen wir endlich die in (7) und (8) verzeichneten Ergebnisse, so 
folgt aus der Gleichung (6) fiir unendlich wachsende m 

(9) - /,i>»[(««^+.«,i)*] 
ein Resultat, auf welches wir später zurückkommen werden. 






««• 



C a p i t e 1 m. 

Die- Continuität und Discontinaität der Funktionen. 

§. 10. . 

Begriff und Kennzeichen, der Disoontinnitat der Fanjitionen. 

Die unabhängige Variabele einer Fnnktioir wird zufolge des in §. 1. 
Gesagten jederzeit als eine stetig veränderliche Zahl angesehen, bei weU 
eher also der Übergang von einem indiyidnellen Werthe zum anderen nur 
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vemiittelst des Dureh^nges durch alle möglichen Zwiseheiislufeti erfol- 
gen kann. Bezeichnen wir den Werth der Funktion mit einem ueaeu 
Buchstaben, setzen also etwa f{x)=zy, so ist letzterer die abhängige 
Variabele und es entsteht nun die Frage, ob auch diese Gröfse sich ste- 
tig ändert oder nicht. Um vorerst den Sinn dieser Frage etwas näher zu 
beleuchten, denken wir uns die Sache geometrisch und zwar x als Ab- 
scisse, y als Ordinate einer Curve. 

Die in Fig. 4 verzeichnete Curve PRQ verlaufe stetig von P bis Q, 
so ist hier auch die Ordinate eine continuirliche Funktion der Abscisse; 
denn construirt man irgend eine Gerade , deren Länge zwischen den. bei- 
den Ordinaten AP=OP' und BQ = OQ[ enthalten ist, d.h. nimmt 
man OB! willkührlicb, so dafs OQ::>OR'>OP' ausfällt, und zieht 
eine Parallele zur Achse der x in der Eatfernung OR, so schneidet diese 
nothwendig die Curve PQ in einem Punkte R zwischen P und Q; da 
nun MRü OR' ist, so erscheint jene willkührlicb eingelegte Zwischen- 
stufe OR auch als Ordinate der Curve, oder mit anderen Worten, in- 
dem sich die Ordinate von AP bis BQ änderte , hat sie unterwegs* au>;h 
den beliebigen Zwischenwerth MR angenommen. Da diefs von jeder 
zwischen AP und BQ eingelegten Zwischenstufe gilt, so hat sich in die- 
sem Falle die Ordinate stetig geändert. — Anders gestaltet sich die Sa- 
che, wenn die Curve von P bis Q unstetig verläuft, wie in Fig. 5, wo 
die krumme Linie bei U plötzlich abbricht und bei V ihren Lauf fortsetzt. 
Hier giebt es ganze Reihen von Linien -zwischen AP = OP' und 
BQ=OQff welche nicht als Ordinaten der Curven erscheinen, so ist 
z.B. OR zwischen OP' und OQ' enthalten, aber es i^ommt unter den 
Ordinaten der Curve keine vor, welche = OR' wäre; die Parallele RR 
schneidet in diesem Falle die krumme. Linie nicht. Da nun hier nicht 
alle zwischen AP und BQ liegenden Zwischenstufen durchlaufen worden 
sind, so hat sich die Ordinate unstetig geändert. 

Es würde sich jetzt darum handeln, ein analytisches Kennzei- 
chen flir die Continuität und Discontinuilät der Funktionen aufzufinden. 
Dazu führt eine vergleichende Betrachtung der vorigen Figuren. 

Bezeichnen wir mit 0M=| einen individuellen Werth der Abscisse 
Xy so können wir uns die zu | gehörende Ordinale /'($) auf doppelte Weise 
entstanden denken , entweder dadurch , dafs sich eine der früheren Ordi- 
nalen, etwa APy vorwärts bewegt hat, bis ihr FuKspunkt nach ü/ kam, 
oder dadurch , dafs eine spätere Ordinate BQ auf gleiche Weise rück- 
wärts geschritten ist. Bei einer coBtinuirltchen Curve gelangt man in 
beiden Fällen zn derselben Ordinate MR, oder was Dasselbe ist, die Dif- 
ferenz QS zwischen den beiden Nachbarordinaten BQ und AP nähert 
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sich der Gi^änze Null, wenn OA nnd OB in OM übergeben. Selzen wir 
MB = d, MA = 8, so ist BQ = /"(g + Ä) /^P = /"(l — «) und mithin 

(i) Lmlß^-^S) — /{^ — e)] = 

wobei das Zeichen L/m*bedeulet, dafs die beliebigen GröFsen d und c in 
Null übergehen sollen. 

Behalten wir die obige Bezeichnung auch für den Fall einer disconti- 
nuirlichen Curv^e bei, so gestaltet sich die Sache wie folgt. Lassen wir 
MA==:s zq Null werden, so geht die Ordinate AP=f\^ — b) in MU 
über und es bildet diese Ordinate den Schlufs der bisherigen Reihe von 
Ordinaten; wird ferner MB = S zu Null, so verwandelt * sich BQ z=: 
/*(! -f^ S) in MV iind diese Ordinate bildet den Anfang einer neuen Reihe 
von Ordinaten. Es gehören also zu einer und derselben Abscisse | plötz- 
lich zwei verschiedene Ordinalen, während bisher jeder Abscisse nur eine 
einzige Ordinate entsprach, und man kann jene zwei Ordinaten sehr pas- 
send durch il/l7= /'(S — 0) und ilfF=/'(|+.0) unterscheiden. Zu- 
gleich nähert sich die Differenz BQ — AP nicht mehr der NulT, sondern 
der endlichen Grofse UV^ also 

(2) ^Lim [y^l + Ä) — /^l — e)] % 

Aus diesen Betrachtungen Dielst nun unmittelbar folgende Regel : 

Um eine gegebene Funktion f{x) auf ihre Contiiiuität zu prüfen, 
untersuche man die Differenz 

/lx-]-8) —ßx — B) 

Nähert sich dieselbe bei unendlich abnehmenden S und e jederzeit 
der Null, so ist die Funktion eine durchaus continuirliche ; giebt es 
aber einen oder mehrere individuelle Werthe von x^ für welche 
jene Differenz sich nicht der Null nähert, so ist die Funktion eine 
^iscontinuirliche und zwar findet für jciden solchen speziellen Werlh 
von ;r eine Unterbrechung der Continnitäl statt. 
Den Mechanismus der Jäechnung wird man aus den folgenden Beispielen 
ersehen. 

1. Für f{x) z=zkz^, wo k irgend einen, cooßtaiiten Faktor bezeich- 
net, erhält man 

Jlx-{-Ji — /{X — B) = kiX-^-Öy^ — k(X^B)^s 

und wenn nun d und e in Null übei^hen, so wird auch d-f-€ und ebenso 
d* — £^ gleich Null und man kann die rechte Seite der obigen Gleichung 
der Null so nahe bringen^ als man wiU, wenn man d-f-^ hinreiehend 
klein nimmt. Da diefs für jeden individuellen Werth von^o? gilt, so ver- 
läuft' die Funktion kx^ durchnus stetig. 
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2. Als zweites Beispiel nehmen wir 

1 



M = 



Hier ist die in Betrachtung zu ziehende Differenz 

lind diese nähert sich allerdings der Gränze Null, sobald x vqii a ver- 
schieden ist. Für x = a dagegen würde obige Differenz in eine Summe 
übergehen, nämlich 

und daraus folgt 

Lim [ßa^Ö) —ßa — B)] = po ^ 

i - . ' 

Die Funktion erleidet demnach eine einzige Unterbrechung der 

Stetigkeit, in so fern sie an der Stelle x =:z a aus -|- oo nach — ck) 

überspringt. Diefs bestätigt sich auch geometrisch; die Curve, deren 

Gleichung 

1 

> y = 



X — a 

lautet , ist nämlich eine gleichseitige Hyperbel , defen eine Asymptote zur 
Abscissenachse genommen ist^ eine Darstellung giebt Fig. 6, worin O 
der Anfangspunkt der Coordinaten , OX^ Oy die Coordinatenachseu be- 
zeichnen und OA = a ist. 

3. Man kann überhaupt das allgemeinere Theorem aufstellen , dafs 
jede gebrochene Funktion von der Form 

•^*> = ^, 

einiS Unterbrechung der Continuität erleidet, sobald es einen oder mehrere 
spezielle Werthe von x giebt , für welche q>{x) verschwindet und zugleich 
ans dem Positiven iirs Negative oder umgekehrt übergeht. Ist nämlich für 
den speziellen Werth a: = a, 9(0) == dagegen q>{a — s) positiv und 
(p(a -{- d) negativ , so kann man ^{a — «) = -|- x und (p{d -f- *) == — X 
setzen, wo x und A mit e Und 6 gleichzeitig verschwinden; es ist dann 

und hieraus folgt 

Lim {ßa'\'S) -- ßä'-s}} =^ cx> 
Wäre dagegen g)(a — s) negativ , etwa = — » , und g>(a -I- d) positiv 
=s -f A, so dafs ein Übergang aus dem Negativen ins Positive statt fände, 
so würde 
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werden uud diefs giebt 

Lfim {f(a + *) — ßa — 6) } s= + oo 

In jedem dieser Fälle findet also für x = a eine UnlerbreehuDg der Gon- 
linuitäl statt. Vermöge dieser 'Bemerkung erkennt man z. B. sogleich, 
dafs die Funktion 

1 



sec X 



cos X 



13 5 

an den Stellen ^ = + ö^> iö^» "^t^ ®*^' dis^onlinuirlich wird, 

2 2 2 

weil hier der Nenner cos x jedesmal durch Null hindurchgeht ^und sein 
Vorzeichen wechselt. 

4. Die bisher betrachteten unstetigen Funktionen hatten sämmtlich 
die Eigetithümliehkeit, aus -\-oo nach — oo oder umgekehrt aus — oo 
nach -f- oo überzuspringen, d» h. besser ausgedrückt, an der Stelle o: = £, 
an welc^her die Discontinuität eintrat, waren die beiden Wertbe f(i — 0) 
und f{^ ■\- 0} zugleich unendlich und von entgegengesetzten Vorzeichen. 
Dafe es aber auch Funktionen giebt, weiche von einem endlichen Wertbe 
zum anderen überspringen, möge das nächste Beispiel zeigen. Sei 

J{x) == —l- \- -— -— Jrctan 

2 Ä X — a 

nehmen wir x erst kleiner als a^ etwa o: = a — £, so folgt 

fXa — «) = — ^— + --^— Jrctan I — -I 

d, h. weil immer Arctdn ( — z) = — Arctam ist 

_ ^ k-V- h k — k • ^ a 

na — s) = — - — — Arctan - 

•^ 2 n c 

1 . 

und hieraus ergiebt sich , wenn b in Null , also Arctan - in Arctan oo 

=±: - , Übergehl , 

Nehmen wir dagegen x>ay etwa x = a-|-^? sor wird 

/vit^v k -4- k . k — k ^ a 

A9 + S)= ~f- + -—- arctan ^ 

lind durch Übergang zur Gränze für verschwindende S 

'' ' . 2 ' n 2 

Die in Rede stehende Funktion springt also an der Stelle x =: a aus 
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f{a — 0) = A nach f{a -{- 0) =3 Ar über. Fig. 7 giebt eine Zeidinung 

der durch die Gleichung 

A-J-A,Xr — A ^ a 

y = — i- 1- Ai'ctan 



3 ' n * X — a 

charakterisirlen Gurve; es ist darin 0^;=a^ AH:=zk, AK^sk, fer- 

1 I 

ner gehört zur Abscisse a: = die Ordinate OB = ~ {k .-f- k) — - (i — A) 

i i 

und zur Abscisse OA = 2 ä die Ordinate ^ C = « (* -f- A) -f- t (* — A) . 

Überhaupt sind die beiden rechts und links von AK liegendeti Zweige der 
Curve congruent und besitzen eine gemeinschaftliche Asymptote, welche 

in der Entfernung AL = ^{h^k) parallel zur Abscissenacbse liegt. 

§. it. 

Zweites Keonseicheii der Discoatinoitat. Allgemeine Theoreme. 

In dem vorigen Paragraphen verglichen wir die beiden -Werthe 
/(l — 0) und fi^-\-0)^ welche die Funktion bei einer Stetigkeitsnnler- 
brechnng erhält, durch Subtraktion, in so fem nämlich die Differenz 
/'(§ -f- d) — /*{! — «) untersucht wurde 5 mao kann aber diese Vcrglei- 
chung ebenso durch Division vornehmen, indem man den Quotienten 

f.] "^ { in Rechnung zieht. Nähert sich dieser Quotient für verschwin- 
t{x—B) ö . , ^ 

dende S und b jederzeit der Gränze 1, so ist immer f{x — 0) = f{X'-\-0)j 
also die Funktion continuirlich , giebt es dagegen Werthe von x, z.B. 
o: = I, für welche der Grsinzwerth jenes Quotienten von- der Einheit ver- 
schieden ausfällt, so ist dann /*(£ — 0) von /(| -f- 0) verschieden und mit- 
hin die Funktion an der Stelle x = ä discoutinuirlich. 

Die hierin liegende Kegel zur Prüfung der Continuilät gegebener 
Funktionen läfst eine nicht minder leichte Anwendung zu, als die früher 

gegebene. So ist z.B. für f(x) = , 

f(x -}~ d) X — g =^— 6 

f(x — e) X — ö-f-d 

und der Gränzwerth hiervon wird entschieden = 1 , sobald x von a ver- 
schieden ist; für x = a dagegen hat man 

Lim "^r — = — r = Lim — =- = - 
und hier ist - eine unbestimmte Gröfse, die jeden beliebigen Werth' be- 
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deuten kamt, weil f und i selbst wilUuibrlich und von einander nnabbangig 
in Null übergeben. Nimmt man z.B. s=z2i^*Bo wird 

Lim * ^ / ' ' = Lim — j — = — 2 
. f{a — e) ö 

und ebenso leicbt kann man recbter Hand jeden anderen Gränzwertb her- 
ausbringen« Die in Rede stehende Funktion ist also discontinuirlicb für 
X = a. 

Zum Schlüsse dieser Lehren wollen wir noch einige Betrachtungen 
anstellen, welche sich auf die Continuität oder Discontinuität solcher 
Funktionen beziiehen,- die aus anderen (stetigen oder unstetigen) Funktio- 
nen zusammengesetzt sind. 

i . Denken wir uns die Funktion f{x) aus m verschiedenen Funk- 
tionen 9>t{if^)9 9>^{3c)y ....9mG^) ^^ der Art zusammengesetzt, dafs die 
Gleichung 

fix) = ^ig)i(jr) + ^agPaW + -^s^'sC^) + • • • + ^m9m(^) 
statt findet, worin Ai^ A^, • •• A^ irgend weiche Constanten bedeu- 
ten, so ist 

f(x_+S) —fix — z) 
= A^ [^i{x-\-6) — 9?i(^ — «)] + ^2 [9>2(^ + *) — 9>a(^— «)]+•-. 

• • • + -^m [9m (^ + *) — 9fn(^ " «>] 

wobei wir die recbter Hand eingeklammerten Differenzen der Reihe nach 
mit ^^ , ^2 9 * • • '^m bezeichnen wollen , also 

f(x^d)—f(x — t) = A,A^ -{^A^J^^A^J^ + • . + ^m^m 
Nennen wir A die absolut grolsle und A' die absolut kleinste unter den 
Differenzen z/, , i/^, ... J^^ so ist offenbar 

f(:r^S)—f{x — €) < (A^+A^ + ...+A^)A 
und > (^j_|-^^^-...4,^^)^' 

Unter der Voraussetzung, dafs die Funktionen q>i{x)^ ^2{^)y ••• 9m{^) 
durchaus stetig sind, nähern sich für verschwindende d und e die Diffe- 
renzen A^^ z/^, ^ . . A^^ also auch A und A' der Gränze Null und dar- 
aus folgt vermöge der obigen Ungleichung 

Lim [f{xr\^ö) -/(ar^e)J = 
d.h. die Summe einer endlichen Menge stetiger Funktionen 
ist selbst eine stetige Fiipktion. Dieser Satz bleibt jedoch nicht 
BMhr richtig, wenn die Anzahl m der Funktionen unendlieb wird, denn 
es könnte Jn diesem Falle geschehen , dafs^ in den Produkten 

(Ar+A^ + ... ^AJA 

(A,+A^+...+AjA' 
der erste Faktor unradlich zu-, der zweite unendlith abnähme und das 
Produkt sich einer endlichen Gränze näherte. In der Tha( werden wir 
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später Fälle kennen lernen, bei welchen die Srnnme einer anendlichen 
Menge stetiger Fanktionen discontinuirlich ist. 

Befindet sich unter den Funktionen fPi{x), g>^{x) etc. eine einzige 
discontinuirliche , so ist auch das Aggregat 

ßx) = ^i9i(*) + ^a9>ft(^) + • • • +^m9>»(*) 
discontinuirlich und zwar an derselben Steile, an welcher es jene eine 
Funktion ist (denn es verschwindet dann eine der Differenzen J^^ J^, 
... J^ nicht); dagegen gilt diese Bemerkung nicht mehr, wenn unter 
den Funktionen g>i{x)y (p^{x)y . . . <Pfn{x) mehrere discontinuiriithe vor- 
kommen , denn es kann geschehen , dafs die Discontinnitäten sich gegen- 
seitig aufheben; so sind z.B. secx und x^ — secx beide discontinuir- 
lich, ihre Summe aber ist eine stetige Funktion von x. 

2. Wenn f{x) ein Produkt aus mehreren Funktionen ist, etwa 

ßx) = (p^(x) .>2(ar) . g>^(x) . . . q>^{x) 
so hat man 

. fix -{- ö) _ <pi(x -f- S) tp^jx 4- d) ^ (p^(x -f dy 
fix — e) q>i{x — s) ' g>^{x — «) '" g>^{x — $). 

Setzen wir sämmtlicbe mit q> bezeichnete Funktionen als continuiriiche 
voraus, so nähert sich bei verschwindenden 9 und e jeder der Quotienten 

y,(x + d) ^>^(x -f- d) tpj,x -f- d) 

<Pi(^ — «) ' >2(^ — «) ' ' ' * 9>»(* — «) 

der Einheit als Gränze und wir können daher diese Quotienten der Reihe 

nach mit • 

bezeichnen, wo ^|, ^2» • * * ^m Gröfsen sind, die mit b und e gleichzeitig 
verschwinden. Es ist dann 

'•^i| = (1 + ^i) (i + ^*) . . . + PJ 

und wenn wir \-\- ii den gröfsten , 1 -f~ ^'' ^^^ kleinsten der Faktoren 
nennen, so finden die Beziehungen statt 

f±4; < « + ••>■ 

und > (1 + ^'T 
(ur d = und € = gehen sämmlliche^, also auch ^ und ^" in Null 
über und mitbin ist dann 

fix — i) 

d. h. ein Produkt aus einer endlichen Anzahl- stetiger Funktionen ist wie- 
derum eine stetige Funktion. 
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ekie nneiidücb« Mc»ge vea FaktoreQ gik dieser Süa; niclit, weil 
dann die Gröfsen 

(I +>'r und (l+^'T 
sich * einer von Eäns verschiedenen Gränze näho^n können , wie z. B. 



O+i) 



der Zahl e. 



Befindet sich unter den Funktionen q>i(x)f 9^{x), ••• fp^{x) eine 
einzige diseontinuirlicbe, so erleidet aUch das Produkt eine Unterbrechung 
der Stetigkeit, und zwar an derselben Stelle wie der discontinuiriiche 
Faktor. Sind aber mehrere discontinnirtiche Faktoren vorhanden , so 
braucht das Produkt nicht nothwendig cUscontinuirlich zu sein; so sind 
z. B. tanüs und x cotx beide discontinuirlicb,itu* Produkt ist "es aber nicht. 
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Die Quadratur der Funktionen. 

Die Flächep otd köcperlichen Räume ,ak Granzwerthe )>etrachteU 

I. Eine der elegantesten Anwendungen der Lehre von den Grunzen 
der Ftinktionen bildet die Besthnmung der Fläche, welche von ii^end einer 
ebenen Gurve, zwei Ordinaten derselben. und der Abscissenachse begränzt 
wird, also das Problem der sogen. Quadratur krummer Linien. Denken 
wir uns nämlich zur Veranscbaulichung des eben Gesagten eine beliebige 
Curve, Fig. 8, deren Gleichung y=;:f\x) sein m(%e, und zwei bestimmte 
Abscissen OA:=^a und OB. welchen die beiden Ordinaten w^P=/Ta) 
UBd BQ^=:f{b) entsjireei)en , so ist unndltetbar klar^ dafs die über der 
Strecke AB'=h-^a stehende Flache ABQP in ii^end einem Zusam- 
menhange mit der gegebenen Curve und' den Abscissen a^ b stehen mufs 
und man könnte daher die Bestimmui^ der Grüfse jener Fläche zur Auf- 
gabe machen. Diese für die gesanunte höhere Mathematik wichtige Anf*^ 
gäbe ist ebeü das Prol>lem der Quadratur cainer gegebeoen Curve. 

Um zuMLchst die A:Uigabe etwas iu yereinfochen, denken wir uns den 
Anüaingspunkt der Coordinatefi nach dem Punkte^ verlegt, so dafs nun- 
mehr etwa j^ =: 9>(ar) die Gleichung dw Cu^e wäre, und setzen die will- 
knhrliche Strecke AB^±iXy wodurch .das Problem, auf die Bestimmung 
der iiber der Abscisse :)? steixi^nden Fläche einer Cunre zurückgeführt wäre. 
Es ist nun leicbt, ein- Mittel zur näh^ungsweisen Berecbnuüg. dieser 

Schlönileii Aiialysie I. zweite Aufl. 4 



50 Gqi. iV. Ol» QfltfIPMit der PiiokliiMiMt. 

FMche zu entdeokeii; Tlieilen wir nteHob 'die Ahsetftse AB^as x i« eioe 

grobe ÄDzahl gleicher Theile und errichten in dem Endjiankte jedes m4* 
chen Theiles eine Ordinate ,- so' zerflMt die Flache ABQP in eine gleich- 
grofae Anzahl Ton Streifen, deren Breite un »o geringer «isföUt^ jegrö- 
fser die Anzahl jener Tbeile ist. Mit einiger Aufopferung von fitvtdmg* 
keit könnte man nun jeden solchen Streifen als Rechteck ansehe», hier«- 
nach seine Fläche berechnen, und die Stinitne alter dieser Fläehen als 
einen Nlheningswerlb der FISche ABQP hezeicbnen. Dieser Gedanke 
ist dehr leicht zd realisiren, sobald man nur eine tieslimmre Bezeichnung 
einfuhrt; setzt mau die Anzahl der Theile = n und nennt i einen solchen 
thcil, also ^ ^ ^ 

d = -, 
n 

so ist AP^=€p{0) die Höhe des ersten Rechlecks, die. Höhe des zweiten 
Rechtecks würde die zur Abscisse d gehörige Ordinate, 'also q>[6) sein, 
das dritte Rechteck bat zur Höhe die der Abscisse 2.d entspjrechende Or- 
dinate 9>(2d) u. s. w.; die Summe aller Rechlecke ist demnach 

ö ip{0) 4- ^9(ö) 4- ^^(3^) 4- . . . + ö 9J(«— 1 i) 
oder . 



S„ =.Ä [9^(0) + qf{6) 4-9(2«) 4- , . . 4 9>(«— 1 «)], • 
wobei wir S^ als blofses Abküi^zungszeichen für die obige Rechteckssiimme 
benutzt haben. 

So gewifs nun auch diese Rechteckssumme &^ die tingefäinre Gröfse 
der Fläche ABQP angiebt, so ungewifs ist .der Grad iron Genauigkeit, 
welchen diese Angabe besitzt, und es bedarf daher noch einer besonderen 
Untersuchung daräber, ob man durch eine förtwähr^^nde Vei^öfserung 
der Theilzahl n sich der Fläche ABQP so weil nähern kann , als man 
will, oder ob die Annäherung, welche in der obigen Formel liegt, nur 
bis zu einem bestimmten Grade der Genauigkeit getrieben werden* kann. -^ 
Setzen wir die Curve als stetig verlaufelid von P bis Q voraus , so-iäfst 
sich die Differenz je zweier benachbarten Ordinalen kleiner als jede belie- 
bige GröTse A machen, weil es durch, hinreichende Vei^Öfsef ong der Zahl 
n jederzeit möglich ist, die Ordinaten einander so nahe zu rüeken., als es 
nur verlangt wird. Hat man nun ni so grofs genommen , dafs sl^mfl^tKebe 
Ördinatendifi^renzen weniger als die wiUklibrlicfa kleine^Linie k bctfsageir, 
so schneide man A von dem t>beren Endpmikte jeder Ordinale ab, einmal 
auf der Ordinate, das andere Mal auf deren Verlängeruitg, räd zieiie dorch 
jeden so erhaltenen Punkt eine Paraltete zur Abseissenaetee« ^o z. B. 
stellt in Fig. ^ FGNM einen der Streifen aus Fig. 8 dar ^ dabei ist 
ML±=i ML' = A genommen- nnd'tii II fJK' || FG; vermöge der Voraus- 
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aeisnvii^, dafo die Ordinat^ndiffereiuK GN-^^FM^k iai» fiUlt Bttn der 
Bi^en MN in das Rechteck LKK'U uad es gilt die Ungleichaag 

FGItL -:> FGNM > FGKL. 
Wenden wir dieb aaf jeden der voriiandenen Streifen an, die wir Jer 
Reihe aach mit^f^ ^25 ^s^ ...J» bezeichuen wollen, so ergeben sich 
folgende Uagleichangen : 

«[9>(0) + A] > /, > Ä[9)(0) — X] 

Ä[9(<J) + A] > ^a > d[()p(i)~A] 

?M««>+ A} > ^3 > « [9(2^ - A] 



a[9)(«— 1«)+^] 2>7« > «[9(«— « Ä)— A] 
Durch Addition - derselben ergiebl sich unter Rücksicht auf No. (9) vnd 
wegen wi = o: 

worin T die Summe Malier S,lreifen , d. b. die, Fläche ABQP bezeichnet« 
Aus der vorstehenden Ungleichung folgt aber leicht 

Ax p> T — 5„ >- — Ix 
und hieraus geht hervor, dafs sich die Differenz T — S^ kleiner als jede 
angebbare Zahl machen läfst, weil A beliebig klein angenommen nnd folg- 
lieh auch kc beliebig klein werden kann. Dieses Ergebnifs sagt mit an- 
deren Worten, dafs T der Gränzwerth von S^ ist,, wenn man n ins Un- 
endliche wachäea läfst, wodurch d ins Unendliche hinab verkleinert wirdf 
wir haben demnach die Formel 

(i) T = Ltm \S [q>(0) + q>(ö) + (p{2S) + . . . -|^ q^ir^i i)]\ 

oder auch 

(2), r = i:,«|[y(o) + <p(f) + ^(^^)+... + y(i^)]j 

U. Es bedarf nur einer geringen Modifikation der geometrischen 
Deutung, um die obigen Betrachtungen auf deii Fall anzuwenden, wo es 
sich nicht mehr um die Quadratur einer Curre., sondern um die Berech- 
nung eines körperlichen Raumes, d. h. um die Cubatur einer Fläche han- 
delt. Denken wir ups OX^ OYy OZ (Fig» iO) als rechtwinklige Coor- 
dinatenachsep , dazu eine Fläche jind zwei Ebenen^ welche io den Entfer- 
nungen 0^:3=a.aR.d OB^^b- parallel «ur Coordinatepet^ene YOZ gelegt 
sind, SQ liegt zwischen den GoordinaieiiebeBen XOT, XOZ, den beiden 
ParaUelebeuen APU, BQV und der Fläehe PQVU ein körperüpher 
Raum {AÜVBQP)3 dessen Gröfse aick auf folgende Weiae bestipunnn 
läCst. . Man denket. #iel| zunächst A als Anfangspunkt der Coordinaten, 

AX als Abscissenachse , und nenne ip{x) die Fläche des Queracibnitt^s, 

4 ♦ 
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weiclier enUtdit, wenn man im.EBdpuiikte itsx eine Ebene senkreebt 

auf AX erriditet [also z. B. für ^fi = ^r^ Fläche BQV= ip{x)], so 

kann man das gesachte Yolomen zunächst in eine Reihe von Schichten 

zerlegen, die sich nähernogsweis als Cylinder ansehen lassen. Man tbeilt 

nämlich AB=zx in eine beliebige Anzahl gleicher Theile nnd legt ddrch 

jeden Theilpunkt eine Ebene senkrecht auf AB; heifst n die Anzahl dieser 

- X 
Theile nnd S =z- ein solcher Tbeil , So sind die Flächen der entstände- 

iien Querschnitte ; APUz=:(p{0)^ dann ^(ß), 9(2 j) etc. und wenn man 
die. n Schiebten des Volumens als Cylinder mit den Grundflächen 9(0), 

9>(d), 9>(2d), ... q){n — i S) und der gleichen Höhe i berechnet, so wäre 
das gesuchte Volumen näherungsweis 

5, = 6(p{0) + öip{6) 4- dq>{2d) -f- . . . -f 8(p{n—i S) 

Ist nun der Querschnitt <p{x) eine stetige Funktion der Abscisse x, so 
läfst sich die Differenz zweier benachbarten Querschnitte kleiner als jede 
beliebig kleine Fläche A machen ; letztere nehme man willkübrlich an und 
denke sie sich ringförmig iim die einzelnen Querschnitte gelegt, einmal 
nach Aüfsen (additiv), das andere Mal nach Innen (subtraktiv) ; im ersten 
Falle lassen sich über den um X vermehrten Querschnitten Cylinder von 
der gemeinschaftlichen Höhe jS bilden , welche die Schichten des körperli- 
chen Raumes umschliefsen , mithin gröfser als letztere sind , im zweiten 
Falle erhält man. zu klein6 Cylinder. Es bleiben nunnrehr die früheren 
auf Ungleichheiten basirten Schlüsse dieselben, wenn man unter f,^ t^, ... 
t^ die Volumina der «siuizelnen Schichten , unter T das gesuchte Volumen 
und unter iS^,^ die Summe der Cylinderräume versteht, welche über deo 

Querschnitten 9>(0), ^(d), 9>(2d), ... ^{n-*-id) mit der gemeinsamen 
Höhe S construirt sind. Die Formeln (1) und (2) gelten daher auch gleich- 
formig für die neuen Bedeutungen von T und q>. 

lU. Abgesehen von dem geometrischen Sinne der vorigen Betracb- 
tunken f ist auch an sich unmittelbar klar, dafs der Gränzwerth dea Aus- 
druckes 



«ine Funktion von x sein wird, welche mit der gegebenen Funktion q>{x) 
in einem bestimmten Zusammenhange steben mufs. Diese neue Funktion 
könnte man die Quadratur der gegebenen Funktion nennen und sie 
mit Q^{x) bezeichnen, wobei man sich Qur^u merken bat, dafs hier Q 
kein Faktor, sondern ein Operationszeicheh ist. Deoinach wäre jetzt die 
Gleii^httug 
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(3) Qv{x)=:Lm jf [y(0)+9,g)+,,(^) + ...+9(?^li)]j 

einfach die Definition des Symboles Qq^x) miit Versebweigung* der geome- 
trischen Betrachtung , weiche auf die Erörterung des rechter Hand ste- 
henden Grättzwerthes hinführte. 

§. 15. 

Die Quadratur der Potenz. 

Wenn es sich darum handelte , Q{xf') zu bestimmen , so wäre nach 
No. (Ä) 

<^)=-»lf[«'+©'+(Tr+-+(^)l 

und hier müssen wir {i als positive Gröfse voraussetzen, weil sonst 0^ 
uoendlicb werden würde. Es ist bei dieser Annahme zugleich kürzer 



Q(^) = iin. jl^ + ^^ + 3M+...+(«-ir ^,.j 



oder 



weil der Faktor ^^+^ kein n enthält. Um nun den bezeichneten Gränz- 
werth aufzufinden, wäre es das Natürlichste, zunächst die Summe der 
Zahlenreihe 

i^ + iSSA* + 3^«* + . . . + (II — If 

zu ermitteln , diese durch n^"**^ zu dividiren und nachher zur Gränze für 
unendlicli wachsende n überzugehen. In der Tbat würde sich dieses Ver- 
fahren in einigelt Fällen ausführen lassen; so ist z.B. nach bekannten 
Formeln 

1 +2 + 3 + ... +(11-1) = ^i^i=l^ 



i.+a.+5^,+,.:+(ii-i)^=-^^^-^y^^-^) 



mithin 



n^ 2 2 

«» 6 3 

Aber diese Methode hat den Nachtheil, dafs sie um so schwerer aus- 
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führiiar wird, je höher die Werthe von (i sind^ weil dann jene Sam- 
men immer verwickelter amfallen. Wir benutzen daher ein anderes 
Verfahren. 

Für jedes beliebige ganze positive f* und zwei willkührliche Zahlen 
a and b, von denen a die gröfsere sein möge, gilt bekanntlich die 
Gleichong ~ 

deren rechte Seite ft -^ 1~ Summanden enthält. Setzen wir auf dieser 
Seite durchgängig a für b^, so wird die rechts stehende Summe zu grofs 
und es ist daher 

Für a:=z, b=z — 1 , wodurch die Bedingung a r>'6 für jede positive 
Zahl z erfüllt ist, folgt hieraus" - 

oder umgekehrt 

(3) zf' > 7 '^ >- 

Setzen wir dagegen in der Gleichung (2) rechter Hand dur(5hgängig b fiir 
a> so erhalten wir eine zu kleine Summe, nämlich 

Für 6 = z, a = z-f-i, wo nun ebenfalls a^bf folgt hieraus 

(;5 4- If +^ — >+» > (fi + 1) Zf' 

oder umgekehrt 

(4) ^ zi^ < ^ ^^ . 

Die Ungleichungen (5) und (4) lasseh sich in die folgende zusammen- 
fassen : 

(Z 4. If +1 - ;ff^+» ^ « ^ '2?'*+* — (Z — If +* 

■■ ' - " I !^ -9^ ^^^ * ' ' ^ — ■ ■ ■ I. . ■ 

f* -f- 1 f* T ♦ 

und aus dieser ergeben sich der Ijleihe nach für z= 1, 2, 3^ . . . (ti^—i) 
die Beziehungen: 
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f* -|- 1 f* -f- 1 

4^+1 _ 3^+1 3^+1 _ 2/14+1 
^ 3^ ^ __. 

„^+i.^(„_t)A*+i . ' (^n — if"^^ ^{n — if-^^ 

Die Addition derselben liefert sogleich die neue Ungleichung: 

WO man linker Hand die negative 1 weglassen kann, wodurch die Unglei- 
chui^ stärker wird. Die Division mit »'*+* gjebl jetzt . 

und hieraus folgt durch Übergang zur Gränze für uoeodlich wachsende n, 

(6) • ^,^i^+a^ + 3^ + --+(«-')^^ i 

und wenn man auf die Gleichung zurückgeht , so ergieht sich die Formel 

welche somit für alle ganzen positiven \i bewiesen ist. 

Für. andere als derartige ft macht die Quadratur von o:^ einige 
Sichwierigkeiten , mit deren Überwindung wir uns uro so weniger auf- 
halten wollen, als4ie späteren Untersuchungen immer nur den Fall eines 
ganzen positiven jü voraussetzen. 

' J. 14. 

Quadratur der Elponenzialgröfse , des Sinus und Cosinus. 

I. Für. fp{x) = a' haben wir vermöge der Deßnition des Symboles 

q<p{x) 

Q{a*) ^ Lim jd[a« -f a^ + a^^ + a^^ -f . ...r|- «^''"■^^^]| 
Giebt man der eingeklanmerten Reibe die Form 

so erkennt man in ihr eine geometrische Progression , deren Summe 
durch 
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fl* — 1 ~ II* — 1 ~ a* — 1 
dergestelll wird. Demoach ist jeizi 



s 



a*-i 



und wenn man berücksiebtigt, dafs sich — v — der Gränze la nähert, 
so folgt auf der Stelle 

(1) ^«') = — ^- 

Am einfachsten gestaltet sich diese Formel, wenn man für a die Basis der 
natürlichen Logarithmen, also a = e setzt; es wird dann 

(2) Qie^^e'—i. 

II. Um die Quadratur des Sinus auszufahren, hat inan zunächst 

(3) . • ' ■ Q (sin x) 

= Lim JÄ [sin ä -f- ^ 2Ä -f- «« SÄ -f- . . . -j- sin( » — 1) 8]l 

Die Summe der eingeklammerten Reihe läfst sich auf folgende Weise fin- 
den ; man bezeichne die unbekannte Summe mit S, multiplizire die nun- 
mehrige Gleichung 

S = sin S -|" sin2i -f- sin 5S -|- • • •* -|- sin^n — i)6 

i 
uMt 2 dn-S und zerlege rechter Hand jedes doppelte Sinusprodukt in 

eine Cosinusdifferenz [nach der Formel 2sinAsinB=2 co9 {A — B) — 
eos{A-\-B)\^ so ist' ' 

2 S sin -rS = cos - Ä — cos - 5 
2 '22 

-A- cos -rB — cos -zö 

■ 2 2 - 

+ CO* - • — cos - o 

■ 2 2 

+ . . . 

■ 

, 2« — 3 ^ 2«. — 1 , 

+ CM :- ,C0* 

* 2 2 

mitbin nach gehöriger Hebung 

2 i^ sm —o = C05 — d — - CO* -^ o 

2 2 - 2 

Hieraus findet sich S und vermöge d^r Bedieutung von S liat man also 
die Sunimenformel 
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(4) sin^ö -f #t» 2d 4- «tVi 3d 4- . . . 4- kim (n—i)ö 

= l^^r^ — eos In — -|äI 

L « V 2/ J ^ ^ . 1 



2sin^S 
2 

lo der Anwendung auf die Gleichung (5) ist zu berücksichtigen, dafs 

n8 == X, also cos In — ^i ^ = cös Ini — -^j = cos Ix d) 

ist, wodurch man erhält 

( 1« 

Q (sin x) = Lim Vi cos --6 — cos Ix — a*|j 

\ sin — 

2 ' 

oder bei Ausfühnoig des angedeuteten Überganges zur Gränze 

Q{8in x) =i i -^ eosx , 

Es ist nicht schwer, ein. etwas allgemeineres Resultat auf demselbien Wege 

zu erhalten ; behandelt man nämlich die Funktion sin nx auf ganz dieselbe 

Weise, wie es hier mit sinx geschehen ist, so findet man 

(S) Q (sm ax) ==: . 

a 

IIL Ein ganz ähnliches Verfahren fährt zur Kenntnifs von Q{cosx); 

man hat nämlich zvnächst 

(«) ' Q{cosx) 

r= Lim |d [1 -|-" ^^* ^ "f" ^^ 2S -\' eos SS •\- ... '•\- eos{n — 1) d]| 

Beteichneur wir die Summe der eingeklammerten Reihe mit S, multiplizi- 

ren die nunmehrige Gleichung 

5 = i ^ eosS ^ cos 2d -f" ^* 3 J -|- . . . -|- cos (n — i)ö 

I 
mit 2 sin-S und zerlegen rechter Hand jedes Produkt in eine Differenz 

zweier Sinus [nach der Formel 2 cos A sin B := sin (A -{- B) — 

sin{A — B)], so folgt 

2S sm^S z=z 2 sin ^6 
2 2 

+ *fii - d — sin -S 
■ ^ 2 2 

+ . 5 •' . 3 • 

sm r-o — sm — 
2 2 

+ sm zzo — sm -ö 
• 2 .2 

+ . . • 

, . 2« — i ^ . 2« — 3 . 
-|- *i« — g — *i« o 
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uttd nach gehöriger HebuBg 

2 S sin -i zs=> sin --6 -4- sm r — ö 

.2 2 ' 2 

Hieraus. bestiniDit sich Sj uud vermöge der Bedeutung von S ist dann 

(7) i -|- «w * -f- ew 2d -|- Cor 34 + . . . -f- e«f (« — i)ö 

= [,«,l«4-«^(«-5)«]— 1 



2 sin - d 
2 



mithin durch Substitution in die Gleichung (6) 

Q (cos x) = Lim ) j *wi 5 ^ -|- *«'« 1 ^ — 5 ^ ) 1 7- 

^ 2 

wobei j: für nö gesetzt worden ist. Die Ausführung des angedeuteten 
Gränzeuüberganges liefert nun sogleich die Formel 

Q{cos x) = sin X 
Dasselbe Verfahren, auf die Funktion cosax angewendet, giebt die all- 

gemeinere Formel 

^^ X sin ecx 

(8) Q{cos ax) = .. 

et . ■ 

Die bisher entwickelten Quadraturen der Polens mit ganeeni positiven 
Exponenten , der Exponenzialgröfse, des Sinus and Cosinus sind die ein* 
zigen, welche ohne besondere Kunstgriffe ausgefühit werden können; nm 
aber die verschiedenen Mittel zu zeigen, welche iu anderen Fällen benutzt 
werden müssen , geben wir noch einige Quadraturen , durch wxlche zwi- 
schen anscheinend ganz verschiedenen Funktionen ein interessanter Zu- 
sammenhang aufgedeckt wird. 

§• iö. 

Quadratur von 1 : (1 -|- x). 

Nach den in §. 8. entwickelten Lehren gelten für die Zahl e die 
beiden Ungleichungen 



O+i) 



und 



■ - (fü 



wobei Q eine beliebige positive die Einheit übersteigende Zahl bezeichnet. 
Nimmt man von diesen Ungleichungen die natürlichen Logarithmen und 
dividirt beiderseits mit q , so folgt 
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und diese beiden Beziehungen lassen sich übersichtlicher durch 



fe)' :-(-;) 



oder 

<*) ' (ri-i) ^ * ^ '(* + *^ 

darstellen, wo nun z jeden beliebigen positiven ächten Bruch bedeuten 
darf. Setzt man der Reihe nach 

— * ^ < 6 8 

^~r 1-fd' 1 -f.2d' i+3Ä' •' l4.(«_1)d 

so liefert die vorige Ungleichung folgende Beziehungen: 



Vi-f-«— 2dy i-|-a_ia Vi-f«— idy 

Durch Addition derselbe ergiebt sich bei gehöriger Hebung 



'(M^^O 



1 + r+d + 1 + 2d + • + 



l-f «— 1 d 

/(l + ÄÖ) 

Die hier vorkommende Summe ist dieselbe, auf die man bei der Qua- 

1 
dratur von -— =- — stofsen würde und für weiche dann nö=zx zu setzen 
1 -|- a: 

ist; diefs giebt hier 

^*LT + HM + rT2d+ - + i+„_ij^ 

•/(1-f'ar) 

Für verschwindende d nähern sich die beiden äufsersten Gröfsen der ge- 
meinschaftlichen Gränze /(i -\-x) und der in der Milte stehende Ausdruck 

der Gränze Qi i ■ ^ man hal daher 
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W ^(nri) = '(* + ') 

Hierin liegt zugleich die Quadratur der gletchseitigeo Hyperbel, weil sich 

1 

die Gleichung dieser Curve bekanntlich auf die Form y = 7-7— brin- 

1 I Sl 

gen läfst. Auch rechtfertigt diefs die früher üblich gewesene Benennnag 
hyperbolische Logarithmen statt der jetzigen Bezeichnung nalüriiche 
Logarithmen. 

Eine weitere Benutzung der Formel j[2) wäre die näheniogsweise 
Berechnung der natürlichen Logarithmen ; denn man wtifs , dafs sich der 

Werth von Q ( . x^ ) > zwar nicht vollkommen genau, aber. doch mit 

jedem beliebigen Grade der Genauigkeit direkt nach der Formel 



Q 



(tt-J - i [' + 7:Ji + 7^ + • + —hi\ 



finden läfst, wenn man nur n grofs genug nimmt; daher mufs auch die 
Formel 

^^ r I ^ L « "T o ^ _l « -f- . . . -f- 



näherungsweis für grofse n richtig sein. Wie man derartige nähernngs- 
weise Quadraturen in einer vortheilbafleren Weise ausführen kann , wer- 
den wir in §. 19. zeigen. 

§. 16. 

I 

Qaadrator von 1 : (1 -f- «'). 

Durch Anwendung der bekannten goi|iometrischen Formel 

sin U — B) 
f CQS A cos B 

überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 
tan (a-^ß) — tun a sin ß 1 

ß ß ' cos (« -f- ß) cos « 

Nun ist für einen spitzen Bogen nach §. 9. der Quotient 

--—- >• cos ß 

p 
ferner . 

cos (st-\- ß) = cos u cos ß — sina sin ß ^ cos a cos ß 

Setzt man also in No. (1) statt des ersten Faktors rechter Hand: cosß 
und im Nenner statt cos (« -\- ß) blos cos ce cos ßj so hat mank den Zähler 
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zu kleiD und den Nenner zu grofs genommen ; es ist mithin der Quotient 
zu klein, nämlich 

tan (« r|- ß) — te« «. ,. 1 

ß , CQS^a 

oder 

(2) [tania-^ß) — tan «] cos^a >• ß. 

Diese Beziehung gestaltet sich für unsere Zwecke brauchbarer, wenn wir 
(5) tan a z=z u, tan (a '\- ß) :=: u -^ Ö 

setzen, woraus lur spitize a und ß umgekehrt folgt 

€t = Aretan u, a -{- ß = Ar€tan{ u-^- S) 
mithin 
(4) ß = Arctan (w 4- ^ — Arctan u 

Substitttiren wir die Werlfae aus (3) und (4) in Mo. (8) unter Berücksich- 
tigung der Gleichung ^ 

^ 1 1 

■ 1 -f- ^««*« i + «* 



eo5*« 



so folgt auf der Stelle die Beziehung 

(5) — i — -=• > Arctan (« + Ä) — Arctan u 

Um zu einer zweiten und ähnlichen Relation zu gelangen , gehen wir von 
der identischen Gleichung aus 

tan a — tan (« — ß) ___ sin ß i • 

ß ' ß ' cos a cos (« — ß) 

und setzen rechter Hand die Einheit an die Stelle des ersten Faktors und 
zugleich cos a für cos (« — j3) ; hierdurch ist der erste Faktor zu grofs 
und der Nenner zu klein geworden, folglich die rechte Seite zu grofs, d. i. 

tan a' — tan {a — ß) ^^ * 

ß COS^iX 

oder 

[tan a — tan (a -^ ß)] cos^a < ß 

Wir fähren hier die neue Bezeichnung ein 

tan u ::= Uf tan (a — ß) = u — S 
mithin 

a = Arctan m , « ■^— ^ =:• Arctan (u — d) 
ß = Arctan u —>- Arctan (« — d) 

dann geht die obige Ungleichung in die folgende über 

(6) -*— i — - ^ Arctan u — Arctan (u - — d) 

Die Ungleichungen (5) und (6) lassen sich jetzt in die folgende übersieht* 
liebere zusammenfassen 
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j4rctan u — Arctan (u — 8) > — p — ^ ^ Arctan (« -|" ') — Breton u 

und wenn man jelzt für u der Reihe nach Ö> tf, 2^, 3^, ... n — i S 
setzt, so folgt durch Addition aller so entstehenden Ungleichungen 



^fttan {n — 1 S) — Breton ( — Ä) >• 

I + rp¥ + np(2ä)i + rqR3«)5 + • • • + irp-^^f^ 

^ Arctan («d) — Aretan 

oder für 9td = a* und unter Rücksichl auf die Gleichung Arctan ( — 6) = 
'■ — Arctan 8 

Arctan {x -^8) -|- Ar,ctan 8 ^ 

^ Arctan x 

Für verschwindende d gehen die beiden äufsersten Gröfsen in ^retoit a: 
über und die in der Mitte stehende Summe giebt die Quadratur von 

— r — t:^ wir haben daher die sehr beraerkenswerthe Formel 

(7) Q (ttjT^) = ^^^^^^ ^• 

Hiervon liefse sich eine Anwendung zur Berechnung von Kreisbögen ma- 
chen, deren Tangenten gegeben sind; wenn nämlich statt 8 sein Werth 

- gesetzt und n ziemlich grofs genommen wird , so mufs die Formel 

Arctan x--. 

wenn auch nicht streng, so doch wenigsten» uäherungsweis richtig sein; 
Für .r = 1 hätte man z.B. 

Arctan 1 = -- 

4 

und zwar um so genauer, Je gröfser n ist; man müfste ihm jedoch ei- 
nen sehr ansehnlichen Werth ertheilen, wenn eine erhebliche Genauig- 
keit erzielt werden solUe. 
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§. 17. 

Quadratur von (1 -— «*)"'. 

Durch Anwendung der bekannten goniometrischen Formel 

j4 A^ B ^ B 

sin j¥ — 51» ^ = 2 eos — -L— sin — — — 

2 2 

findet man ohne Mühe 

sin{a+ß) — sina T i*A^2 
P^ = ^^^ i« + 2^j —- 

4 

Da rechter Hand der erste Faktor weniger als cos a und der zweite Fak- 
tor weniger als die Einheit beträgt, sq hat man 

sin {ct-\-ß) — sin a 

1 

oder 

(1) ^iW (« + i?) — sin « ^ g 

cos a 

Dieser Beziehung geJ)en wir dadurch eiue andere Form, dafs wir 

sin « = w , 51« (a -|- j5) = w -|- d 
mithin 

CK :^= jircsin u, a -j- /3 = Aresin {u -}- Ä) 
^ =^ Aresin (m -^ J) — Aresin u 



cos a 



setzen; unter der Bemerkung, dafs jetzt cos « = V^i — sin^a = 
= \^ \ — ?£* ist, geht die Ungleichung (i) in nachstehende über: 

(2) — — ^ Aresin (m -1- d) — Aresin u 

Zu einer ganz ähnlichen Beziehting gelangt man dadurrJi , dafs man von 
der identischen Gleichung 

sin — ß 
sin et ^ sin (et— 8) C 1 A 2 ^ 

ausgeht und für die beiden Faktoren rechter Hand zn kleine Werihe eiti- 
setzt. Da nun cos (« — /S) mehr als cos a beträgt , so ist 

cos a -|- cos (« —T- 13) ^ 2 cos « 
oder- 



2 cos ja — X i^ I ^''^ ~" ? ^ 2 ro5 a 



4llS0 
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eas a 



cos 



(-10 



eos-ß 



cos u 



Da ferner nach den Lehren des §. 9. die Ungleichang 

> COS -xß 

stau findet, so folgt jetzt durch Substitution der zu kleinen Werthe 

sm a — sin {a — ' ß) ^ 

oder 

sina — szn(a — ß) ^^ . 
cos a 

Diese Ungleichung geht vermöge der Substitutionen 

sin a =z u, sin (a — ß) ^ u — 8 
a = Aresin « , a — ß =: Aresin {u — S) 
in die folgende über 

(5) — — . > Aresin u — Aresin (« — d) 

Kl — M* 

Die Ungleichungen (2) und (3) stellen wir in der übersichtlicheren Be- 
ziehung zusammen: 



Aresin (m -|- d) — Aresin u ^ - ^ Aresin u — Aresm (ii — d) 

Vereinigen wir durch Addition alle diejenigen Ungleichungen, welche a«s 

der vorstehenden für i6 = 0, d, 2d, 3d, ... n — Id folgen^ so ist bei 
gehöriger Hebung 

Aresin (nd) — Aresin > 



> Aresin {n — 1 d) — Aresin ( — d) 

oder für nd = o: und unter Berücksichtigung von Aresin ( — d) = 
— Aresin 6 

Aresin x ^ 

*[XT + KiTTd^"*" Kl_(2d)« "*"'"*" ^1^(^=1 d)J 

^ Aresin (a: — d) -f- Aresin d 

Bei verschwindenden d erhalten die äufsersten GrÖfsen den gemeinschaft- 
lichen Gränzwerth Aresin x und der Gränzwerth des mittleren« Ausdrucks» 
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ist ^ I -—==== I; wir gelangen somit zu der interessanten Beziehung. 



(4) 



Q\ , ' — z= I = Jrcsin 



Alan könnte dieselbe zur näherangsweisen Berechnung eines Bogens ver- 
wenden, dessen Sinus x gegeben isl; denii für grorse n mäfste näbemngs- 
weis die Gleichung 

Arcdn x 

gelten ; in dem speziellen Falle x = i gäbe diefs wieder eine Formel zur 
Berechnung der Ludolph^schen Zahl. 

§. 18. 
Quadratur zusammengesetzter Fnnktioaen. 

L Es kann häufig vorkommen, dafs eine Funktion aus mehreren 
anderen Funktionen zusam'mengesetzt ist, deren Quadraturen, einzeln ge- 
nommen , ausgeführt werden können ; es entsteht dann die Frage , wie 
man die Quadratur der zusammengesetzten Funktion aus den Quadraturen 
ihrer einzelnen Bestandtheile zu bilden habe. Denken wir uns z. B. f{x) 
auf die Weise ans 9(x) und t/;(a:) zusammengesetzt, dafs 
(1) ,, A^) = A(p(x) + Bip(x) 

ist, wo.^ und B beliebige Gonstauten , q>{x) und ^{x) ein paar beliebige 
Funktionen von x bezeichnen, so wäre die Frage, wie man Qflx) Gndet, 
wenn Qfp{x) und Qif;(a:) bekannt sind. Nach der obigen i^leichung 
ist nun 



..,-[- Jl<p{n—i d) + Bf{n—i S)] 
wobei man die rechte Seite auch unter der Form 



^ . Ä[y<0)+ ,>(Ä) 4 (,p(2d)+ ... + q>i n—i 6)] 

-^ B . S [i{;(0) + -if;(d) + ^(2tf) + . . . + '/^C»— 1 ^)] 
darstellen kann. Setzt man überall nöisnx nad gebt darauf zur Gränze 
über, so ergiebt sich auf der Stelle die Formel 
<2) Qf{x) =1 ^ . Qtpix) 4- B . Q^(x) 

oder vermöge der Gleichung (1) 

(3) Q[A.(p{x)'{-B.il;{x)] = A.Q^xi-^B.Q^ix) 

und hiermit ist die obige Frage beantwortet. 

SckUmUeli Analysis I. iweite Aufl. 5 
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Wäre überhaupt allgemeiner 

J{x) = ^igj i(jr) + ^aV^W + • • • + -^ii»<P«W 
so würde man durch ganz dieselbe Betrachtung wie vorhin leicht Gndeu 

QJ{x) = J^ . QtPii^) + -^« • Q9^{x) + • • • + -^« • Q^mi^y 
oder vermöge der Bedeutung von f{x) 

= ^i • (?9>iW + -^» • e<PaW + • • • + -^«1 • Q9m(^) 
So einfach dieses Theorem ist, ao brauchbar zeigt sich dasselbe in vielen 
Fällen. Um z. B. die Quadratur von 

I — ar» ■ 

■ ■ ■ * 

zu bewerkitelligen , bedarf es nur der Bemerkung, dafs diesi^r Ausdruck 
die Summe einer geometrischen Progression darstellt^ man hat dann 

<^{t^) = «(*" + *'+**+• + *-') 

1 "^ 2 ^ 3 ~ ^ « 
Andere Beispiele bieten die Quadraturen vou cos? x, sin^ x elc. dar. 

II, Setzt man in der Formel (3) ^ = — ^ 1 und JB = , so ergiebt 
sich die Gleichung 

deren Sinn sehr leicht in Worte gefafst werden kann. Wir haben näm- 
lich bisher immer stillschweigend vorausgesetzt, dafs die Ordinalen der zu 
quadrirenden Curve oberhalb der Absci.ssenachse , d. h, naeh der positiven 
Seite der Ordinatenachse bin coustruirt waren, und in diesem Falle lag 
auch die Fläche Qg>{x) oberhalb der Abscissenachse. Sind dagegen die 
Ordinaten negativ., so fällt die zu berechnende Fläche iinter die Abscissen- 
achs^ ; die Gleichung (5) sagt nun , dafs derartige Flächen als negativ an- 
zusehen sind, wenn man iie Flächen, der ersten Art als positiv betrach- 
tet; mit anderen Worten also: negativen Ordinaten entspricht eine nega- 
tive Fläche. 

Wären nun die verschiedenen Ordinaten , weiche maii innerhalb des 
Intervalles bis x^ also .auf der Strecke AB (Fig. 8) ferriehten kann, 
liieila positiv theik negatiy (wie z. B. wenn die Curve die Achse der x 
durchschneidet) , so bestebi die Fläche aus einem positiven und einem ne- 
gativen Theiie und die ffir Qq>{^) geltende ^Formel giebt dann die algebrai^ 
sehe Summe dieser Theiie, d. h. die Differenz der absoluten Gröfsen d.ie* 
ser Flächen. So bai man «. B. 

Q (e<Nt n) zs^ 9m n zss . - 
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und diefs bedeutet tiveiter nichts, als dafs die über der Abscisse »r stei^nde 
Fläebe der Curve y = cos x aus zwei gleich groben (sogar congraeBtes) 
TheUen von entgegengesetzter Lage zusammengesetzt ist, was man durah 
Construktion leicht bestätigt finden wird. Wollte man die-Gröfse eines 
solchen Theiles bestimmen, so mufs man in der für Q{cosx) geltenden 

Formel x = -7t setzen und bat dann Qicd^-^i = !• Aus diesen 

Bemerkungen ergiebt sich noch eine Regel fiir den praktischen Gebrauch 
der Quadraturenformeln. Weil es nämlich meistentheils darauf ankommt, 
die absoluten Werthe der Flächen zu bestimmen , so mufs man das Vor- 
kommen negatirer Ordinaten vermeiden; diefs kann entweder darch eine 
passende Veränderung des Coordinatensystemes, oder dadurch geschehen, 
dafs, man die gegebene Fläche in einzelne Flächen zerlegt, von denen jede 
nur positive oder nuf negative Ordinaten enthält, diese einzelnen Flä- 
chen berechnet und sie sämmtUch als positiv ansieht* 

III. Wenn die Differenz q>{x) — i^(;r) immer positiv ist,, so bat 
auch die Quadratur . 

(6) Q[fp{x) — i;{x)] ^ Qip{x) — Q^l^x) 

den vorigen Bemerkung^en zufolge einen positiven Werth, d. b. mit ande- 
ren Worten: 

(7) für <p{x) > ^x) ist Qv{^),7> (M^) 

Ebenso würde für den Fall, dafs g>{x) — if(x) stets negativ wäre, auch 
die in (6) verzeichnete Quadratur negativ sein oder 

(8) für 9(ar)<iK*) «^ Qvi^XiM^) 

So einfach diese Sätze sind , so läfst sich doch häufig ein sehr vortheilhaf- 
ter Gebrauch von ihnen machen; aus cosx << I folgt z. B, nach No* (8) 
sogleich sin x <^x^ ebenso giebt die leicht zu erkennende Ungleichung 

1 

* -^ 1 + *• -^ 

durch Quadratur auf der Stelle die neue Beziehung 

\ 
X > Aretan x '^ x — r «"* 

Gröfsere Anwendungeo dieser Art werden wir in der Folge zeigen. 

§.19. 

Naherungsweise Quadratoren. 

I. Wenn es nicht glücken will, den Gränzwerth zu -bestimmen, 

welchem sich der Aufdruck 

i [9(0) + 9(«) -f- 9>{2a) + .. . . + 9(«— 1 ^)] 

n 

5* 
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für verschwindende 8 nähert, so bleibt nichts übrig, ais die wirUiehe na- 
merisehe Berechnung, indem man, sobald x gegeben ist, die Zahl n ziem- 
lich grofs willkührlich annimmt und die oben angedeuteten Rechnungsope- 
rationen ausluhrt; man erhält dann ein um so genaueres Resultat, je grö- 
fser »gewählt wurde. Biezeiehnen wir der Kürze wegen die Ordinaten 
9>(0), (p{ö)j g>{2ö) etc. mit 2^0 3 yi^ y^, ... und die über der Abscisse x 
stehende Fläche mit Fgy so ist also näherungsweis . 

= f [yo + ^1 + y* + ^t + • • • + y»-i3 

und hierbei sind nach §. 12. die einzelnen Streifen der Fläche als Recht- 
ecke angesehen. 

Es erhelh nun unmittelbar, dafs man ein genaueres Resultat erhalten 
wird, wenn man die einzelnen Streifen als Ti*apeze ansiebt, was im 
Grunde darauf hinauskommt, einen kleinen Bogen mit seiner Sehne zu 
verwechseln. Bei dieser Berechnung wird 

2 2* '2 ' 2 

X 

oder bei Vereinigung aller gleichartigen Gröfsen upd wegen d = - 

= n\ßyo + yi + y« + • • + y«-i + ^ifnj 

II. Ein nocb genaueres Resultat läfst sich dadurch erreichen, dafs 
man dfe Bögen, welche drei auf einander folgende Ordinatenendpunkle 
verbinden , als Parabelbögen ansieht und sich demnach die Fläche aus 
Theilen zusammengesetzt denkt, welche für sich betrachtet, von Parabeln 
begränzt werden. Zu einer für diese Voraussetzung geltenden Formel 
führt folgender Weg. 

Nennen wir p den Parameter einer gewöhnlichen Parabel , nehmen 

wir ihre Achse zur Ordinatenachse und die Tangente im Scheitel zur Ab- 

scissenachse , so is( die Gleichung der Curve 

x^ i ^ 

P P 

Die über der Abscisse x stehende Fläche ist demnach 

«woraus sich leicht der von Archimedes gerundene Satz über die Fläche 
der Parabel ableiten läfst. In Fig. 11 sei nun B der Scheitel unserer Pa- 
rabel, BV ihre Achse, 
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«I.11111 ist uaeh dem Obigen 



«» 



die Fläche BLP = — 

uad die Fläche ÄLV = ^""t^'^^ 
mkhiii durch Subtraktion der kleineren Fläche von der grofseren 

Fläche zrr/> = ^i+Mlizil! 

^p 

= -g * — 

-5 P 

wofür man auch schreiben kann: 

Fläche LL'I^P = 1 . [;- + 4 ^^ + <" + ^^>'] 

Bezetchoen. wir die drei Ordinalen LPf.L'P', L'P" der Reihe nach mit 
i;, Vy v\ so finden vermöge der Gleichui^ der Parabel die drei Be- 
auebtingen 

ü .±=: — 17 ==: i^ 5 — — , V = — 

P P P 

stall, vermöge deren die vorherige Formet in der eleganten Gestalt 

Fläche LL"P"P = 1 « (p -f- 4 r + v") 

5 

dargestellt werden kann. Legen wir durch einen wiilkülM'lichen Punkt O 

die Geraden OX|| £17^ OY)\^BVy betrachten dieselben als Coordiaalen- 

achsen und setzen 

0^ = a, ^B =: b 

JHP = fi, JlfP^= V, i#V = V' 

so finden zwischen.)} und v die Beziehungen 

st^U; ferner besteht die Fläche JlfJII"P" P aus dem Rechtecke LMM"L' 
und der vorhin berechneten Fläche LV'P"P und mithin ist 

Fläche MM^P^'P = 2«* -f is [i? — *-f 4 (V— A) -f i?" — *] 

oder bei gehöriger Reduktion 

(3) Fl. MUf'P'P = ^ € (ij 4- 4i?' + n) 

o 

Man kaan diese Beiracfalnngen leicht umkehren. Sind nämlich drei Punkte 
P, P\ P^' dureh die drei Coordinaien l und 17, S-f'C und 17', |-|-2£ 
und ^ bestimmt, wobei alle fünf Gröfsen willkührlich gewählt werden 



70 G«p. IV. Die Quadratar der Ponktionen. 

dürfen, so kann man durch jene drei Punkte immer eine Parabel legen, 
deren Achse den Ordinalen parallel läuft. Denn die Gieichong dieser Pa- 
rabel wäre unter der letzten Voraussetzung 

. W Ä = '— 

P 

und da diese Gleichung gelten mufs , wenn man der Reihe nach a: = |, 
!-}-£, S-|-3s und 2^ = 17, fit vi' setzt, so erhält man hierdurch drefi 
Bedingungsgleichungen, aus welchen sich die Coordinaten a und b des^ 
Scheitels sowohl, als der Parameter p bestimmen lassen. Man kann da- 
her sagen: Wenn durch die Endpunkte der drei um £ von einander ent- 
fernten Ordinalen 97 , 1}', r[' eine Parabel gelegt wird , so ist die Fläche 
des zwischen 17 und r[' enthaltenen Streifens 

= 5^(^ + 41?' + 17") 

Die Anwendung hiervon macht sich leicht, wenn. man die zu J^esHmmende 
Fläche Q^{x):=i ABQP (Fig. 8) in eine gerade Anzahl von Streifen 
zerlegt, dre Breite. «ines solchen Streifens c nennt und für 17, 17', vi' die 
Ordinalen der. gegebenen Curve substituirl. Sei also für ein beliebiges 
gerades m 

(4) € = — = - 

mm, 

und mögen yo5 Vi» y%9 Vz etc.- die Ordinalen 9(0), 9^e), 9>(2^), 9>(5s) 
etc. heifsen; es ist dann 

/V = (?g>W = -6 (^0 + 4yi + y^) 

+ g^'(y4 + 4y6 +^6) 

+ ....... 

+ 3«(ym-2 + 43r«_i + yJ 

und bei gehöriger Vereinigung der gleichartigen Gröfsen 

(5) P^= Qq>{x) 
1 

= 3«l>o + yii» + 4(y, +^8+^6 + ••• +^»^l) 

+ 5l(ya + ^4 + n + • • • + y«-^)] 
In der Praxis ist -diese durch einen erheblichen Grad von Gewuitgkeit 
sich auszeichnende Formel unter dem Namen der Stmpson^schen Reg^ 
bekannt« 
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Um eiu tnteressanle8 Beispiel zu haben , wollen wir die in der Curve 

y = ijT"^ ^^^^ *'^*' Abscisse X r^ \ siebente Fläcbe berechnen , von 

weleher wir den Beirag Arctan 1 = - » bereits auf direktem Wege ken* 
nen gelernt haben; es ist dann 

1 1 \ 



i ' *t — ^ I £2 — 

■ I 



+a)* 



y« = 



1 + (««)*" 1 + w 



u. s. w. 
oder wenn wir m .= 10 setzen, bei numerischer Berechnung 

^o «= i#0 , iy,o= M 

y, Ä,0,»900990 



y, = 0,9174512 
y^ = 0,6711409 



y^ = 0,9615384 
y^ = 0,8620690 

m 

y^ = 0,7552940 
yg = 0,6097561 



y^ SS 0,5524861 

WoUte man nitielat dieser Ordinatcn naeh* Formel (1) reebaen, so wäre 

dk gesnclHe Fläche für »£=: 10 und .t =: 1, 

I 

5q l>o + ^1 + y« + • • + y«] 

= 0,70998147 
was aber von dem wahren Werthe 

- jr = 0,78539816 . . . 
4 . 

noch bedeutend abweicht. Nach Formel (2) ist dieselbe Fläche 

To iß^^ + ^1 + y« -f • • + ^9 + 2 ^loj 

= 0,78498147 
was schon besser übereinstimmt; naeh der Simpson^schen Regel endlich 
hat jene Fläche den Werth 

1 ri 1 

301^2^0 + 2^10 + 4 (yi+ys+- +y9) 

+ 2(ya + y4+ +.'/8)J 

= 0.78539815... 
welcher dem wahren Betrage sehr nahe kommt. 
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C a p i t e 1 y. 

Bestimmung der Natur der Funktionen, aus gege- 
benen speziellen Werthen derselben. 

§, 20. 
Form der hieher gehörenden Aufgaben. 

Bisher setzten wir die Natur der FunktioDen, welche wir betrachte- 
ten, jederzeit als bekannt voraus, d. b. wir nahmen an, dafs bei der Auf- 
stellung einer Gleichung von der Form y. = f{x) die Recbnungsoperationen 
bekannt seien, mittelst deren man zu jedem x das zogehörige y finden 
könnte. Es liefse sich diese Betrachtungsweise aber auch umkehren, in- 
dem mau die Aufgabe stellte, eine Funktion zu finden, welche diesen 
oder jenen Bedingungen genügte; bei dieser Aufgabe würden demnach 
nicht Zahlen, wie in der Algebra, sondern Bechhungsoperationen das^ 
Unbekannte und Aufzusuchende sein. Was nun die Bedingungen anbe- 
langt, denen eine zu bestimmende Funktion genügen soll, so können diese 
hauptsächlich unter zwei Gesichtspunkte gebracht werden; sie bestehen 
nämlich entweder darin, daCs eine Anzahl spezieller zusammengehöriger 
Werthe von x und y gegeben ist, welche ia die Funktion passen sollen, 
oder darin,, dafs der unbekannten Funktion im voraus gewisse Eigenschaf- 
ten vorgeschrieben werden ; diese beiden sehr verschiedenen Bestimmungs-* 
weisen der Funktionen sollen den Inhalt dieses und des nächsten Capi- 
tels bilden. 

Die Frage, mit der wir uns jetzt zu beschäftigen haben, würde dem- 
nach lauten: welcher Art mufs der Zusammenhang zwischen der unab- 
hängigen Variabelen x und der abhängigen Variabelen y sein, damit für 
gegebene spezielle Werthe von Xy etwa für x = Xiy x^^ x^^ . . . a:„^ 
ebensoviel entsprechende und gleichfalls gegebene Werthe von y^ etwa 
y = yi9 y%9 y^» -•• y%9 herauskommen sollen? — Es ist znvöralerst 
nicht schwer, die geometrische Bedeutung dieser Frage einzusehen. Den- 
ken wir uns nämlich x^ und y^^ x^ und y^ etc. als rechtwinklige Coor- 
dinaten gegebener Punkte P,, P^, . . . P^, so mufs die Curye, welche die 
gesuchte Gleichung geometrisch darstellt, ofienbar durct) die gegebenen 
Punkte Pi , P^ , ... P^ htndurchgehn und es ist demnach jenes analyti- 
sche Problem mit der geometrischen Aufgabe, durch gegebene Punkte 
eine Curve zu legen, völlig einerlei. 

Man wird leicht bemerken, dafs in dieser Fassung die Aufgabe noch 
sehr uobeslinaml bleibt, da es sehr viele und ihrer Natur nach durchaus 
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verschiedane Carveii geben kann, welebe darcfa die nämliebea vergesehrie- 
beuen Punkte hiodurchgeben. So z. B. lassen steh durch drei gegebene 
Pankte ebensowohl eine Parabel als ein Kreis legen ; wären etwa diese 
drei Pankte durch die Coordinaten 

^1 =0, yi = lÄ 
^1 = 5, ^2 =^^ 

^3 =^» ^3 = ^^ 

bestimmt, so Würde mau als Gleichung der Parabel: 
und als Gleichung des Kreises finden: . 



y = ^x* + 144 
Abstrahirt man jet^t von der geometrischen Abkunft der beiden Gieiebun^ 
gen, so hat man in ihnen zwei verschiedene Funktionen, welche den oben 
aufgestellten Spezial werthen genügen« 

Um ntin die Unbestimmtheit, welche in der allgemeinen Fassung des 
-Probleines liegt, zu vermeiden, wollen wir letzteres beschränken', indem 
wir die gesuchte Funktion als eine algebraische ganze und ratio- 
nale voraussetzen. Da die Auflösung unseres Problemes offenbar nur 
durch besondere Eigenschaften der algebraischen ganzen und rationalen 
Funktionen möglich ist, so haben vf'w zunächst über diese einige Betrach- 
tungen anzustellen. 

Wichtigste* Eigenschaften der algebnusohen, ganzen und ratioBalen Fuokiiooen. 

Wenn y eine algebraische ganze und rationale Funktion von x ist, 
so hat man bekanntlich nach der in §. 5. gegebenen Definition 

(1) y = -^0 + -^i^ + ^«^4- ^z^^ + •• • + -^1.*" 

worin die.gan^e positive Zahl n den Grad der Punktion «ngiebt. JHati 

kann sich nun denken, dafs %s einen speziellen Zahlenwerth von x, etwa 

Xj genannt, geben könne, für welchen sieh die ganze Funktion annollirt, 

d. b. 2^ = wird. In der That hätte man, um einen solchen Werth zu 

finden , weiter nichts zu thun , als 

ZU selzen, hierin die bisher unbestimmte GröFse x als Unbekannte anzn- 
sehen und diese algebraische Gleichung aufzulösen. Diefs würde zwar 
allgemein nicht mehr möglich sein, wenn die Gleiehung von einem höheren 
als dem vierten Grade wäre, wäre ^ber wenigstens immer ausführbar, 
wemi die Wertbe von A^y -^n-i^ ••• ^i5 -^o "* Zahlen gegeben sind. 
Gesetzt also^ man habe auf irgend eine Weise, sei es nun durch Aufiösung 
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der Gteichttiig oder durch Ratfaeo and Probifeii, einen seleben Werth a:, 
gefunden , so bat mau die Gleiebuug 

Subtrabirt man dieselbe von (1), so ergiebt sieb 
(2) y = J^{x—x^) ^J^{x^—x^) + ... +^^(x* — :c*). 
Es ist aber ein bekannter Satz, dafs für jedes x und er die Differenz der 
fftlen Potenzen x^ — a*"; wobei m jede beliebige positive ganze Zahl be- 
deuten darf 9 dur4;h die Differenz der Wnrzeln x-^a ohne Rest Iheithar 
ist. Man Gndet nämlicb durch Division 



= a:"*-' + x^-^a -f :r~-' «« -|- . . . -f x«*"* + a 



m— 1 



X — a 

wovon man sich auch rückwärts durch >^ beiderseitige Multiplikation mit 
X — CL überzeugen kann. Denken wir uns jetzt x^ Gär a und der Reihe 
nach i, 2, 3, .... »für m gesetzt, so bemerken wir^ daia in der Glei- 
chung (2) jedes einzelne Glied durch x — x^ .ohne Rest theilbar ist. Es 
mufs folglich X »—Xi auch in der Summe jeuer Glieder, d. h. in y auf- 
gehi^. Ist also x^ ein spezieller Zahlenwerth von x, durch weleheu sich • 
die Gleichung- 

y = ^0 + ^1* + -'a** + • + ^^a:" 
auf Null reduzirt, 30 ist :r — x^ ein F^tor von y. Fände, sich aufser 
dem erwähnten Werthe x^ noch ein zweiter x^, welcher y=:^0 wachte, 
so ginge auch x — x^ in ^ auf , und da o: — x^ schon darin aufgeht, so 
raufs jetzt auch das Produkt (x — x^) (x — x^) in y aufgeben. Fän- 
den sich ferner n solcher verschiedener Werthe Von a:, also so viele, als 
der Grad der Funktion beträgt, die wir durch x^y x^^ o?,,'. . . x^ be- 
zeichnei» wollen , so ginge nun auch das Produkt 

in y auf. Der Qaotient, welchen man erhält, wenn mau mit diesem Püo- 
dukt in y dividirt, mufs dann eine constanle Grobe sein, oder in Zei^ 
eben: für 

(x — x^) (ar — ar^) {x — x^) ~ 

ist k von X unabhängig. Denn es folgt daralis 

^0 + ^1^ + ^2^* + • • • + A** 

= k{x~x{) ix — x^) {x — x^) («— ^Ji?«) 

und wenn man hif^r die angedeuteten Multiplikationen ausführte, so wötite 
man, weil n Faktoren vorhanden sind, in deren jedem x einmal vor* 
kommt, rechts eine algebraische ganze rationale Funktion von x bekon- 
men. Wäre nun k von x abhängig , so würde durch MuUiplikatio» miSL k 
der Grad der Funktion rechts erhöbt oder erniedrigt werden, und. zwar 
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erhöht, wenn x in k mit positiven , erniedrigt, wenn es mit negativen Po* 
tenzen vorkäme. Es näUfste also eine algebraische ganze rationale Fnnk« 
tion von x für alle möglichen Werlhe dieser Ver^nderliobeu einer 
zweiten solchen Funktion, aber von anderem Grade, gleich sein, was 
offenbar unmöglich ist. 

In der That ist dieser Quotient k niebls Anderes als der GoefGcieot 
Af^ der höchsten Potenz von x- Denkt man sich nämlieh das Produkt 
{X — x^) (x — x^) ..• (x ^-- Xn) ausgereehnel, so würde es mit x* 
anfangen und dann ist nach dem Obigen 

* ~1 • • • I * • ** A • • • Xmm 

Der Alifang der IKvision gidbt nun zunächst den Quotienten A^ und da 
die Division aufgehen mufs, so ist A^ auch schon der vollständige Quo- 
tinot und folglich r:=A:. 

Weifs man also von eiiier ganzen algebraischen rationalen Funktion, 
dafs sie vom Grade n ist, und dafs sie für n gegebene Werlhe x^, x^^ 
. . , x^ verschwindet , so kann man setzen ' 
(3) JXx) = k(x — x^) {x — x^) ... (Jr — arj 

wobei A: eine constante Gröfse bedeutet. 

Von diesem Theoreme werden wir nun sogleich eine Anwendung 
machen. 

§. 22. 
Das InterpolaüoDsprobletn. 

Wir kehren jetzt zu der am Ende von §. 20. geslelllen Aufgabe zu- 
rück, nach welcher uns obliegt, aus einer Reihe von Werthen einer Funk- 
tioii , welche einer Reihe spezieller Werthe der Veränderlichen angebö«' 
reo, dds al%)^iieiiie Gesetz abzuleiten, wonach diese entsprecheiiden 
Werthe zusammenhängen, vorausgesetzt, dafs dieser KusauMaeahang durch 
eine olgebraisdie ganze rationate Funktion ausgedrückt werde. Dieses 
Prd>leBi ffihrt auch den Namen des Interpolationsproblemes , weil maa 
durch seine Lösung in den Stand gesetzt wird, zwischen gegebenen Wer- 
thea einer Funktion andeare; einzuschalten , d.h. zu interpoliren. 

Es sei also y diejenige noch unbekannte Punktion von x^ weiche für 
n gegebene spezielle Zahlenwerthe von x, nämlich x^^^ x^, x^, ... x^^ 
die correspondirenden, ebenfalls gegebenen ZaiifeBwertlie y^^ y^^ y^, . •• 
j^ annehmen soll. 

Wir können uns hier zuvörderst denken , dafs das y, weiches zu ei* 
BOB befiehigen x gchövt,ntts aliquoten Theiiea der «chon gegebenen Wer^ 
ibe jf^ ^ ^2 9 • • • ffn zusammengesetzt sei. Setzen wir also 
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W y = 9iyi + UH + ^8^8 + • • • + Inifn 

SO haben wir es noch mit der Bestimmong von q^, q^, . .-. q^ als Fank- 
tionen von x zu thttn. Da wir aber für y nur eine algebraische ganze ra- 
tionale Funktion suchen, so brauchen wir auch q^, q^, .. » 9^ nur ab 
solche Funktionen anzusehen, weil dann die Summe der Produkte qiffi, 
9^^9 «** 9fi2^»> '° denen J^i^ y«» ••• Vn konstante Gröfsen sind, eben- 
falls eine algebraische ganze rationale Funktion von x ist. Suchen wir 
nun die Bedingungen auf, welchen die Funktionen q^, q^y ... q^ un- 
terworfen sind: 

1) Für a: = j:j mufs y:=zy^ herauskommen; es mufs also in fiesem 

Falle (/i=i und q^ — 9%^^ 9^ ••• =9« = ^ *^"- 

2) Für x^=zx^ soll y = ya werden ; folglich ist für diesen Fall ^^ = i, 
dagegen 9^ = 9, = 94 . . . = 9« = 0. 

5) Für o: = 0:3 mufs y = y^ zum Vorschein kommen; miAin wird 
93 = i und 9j = 9j = 94 = 9a . . . = 9« = 0. 
Man übersieht leicht den Fortgang dieser Schlüsse , und kann ihn iu 
folgendem Schema zusammenstellen: 
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worin der einem x entsprechende Werth eines q gefunden w^en ksttu, 
wenn man vom x horizontal und vom q vertikal fortschreitet , bis beide 
Wege zusammentreffen. 

Bezeichnet nun qr irgend eine von den Gröfsen '9|^ 92>^* * 9«> ^^ 
lassen sich die Bedingungen, welchen dieses qr unterworfen ist, so aus- 
sprechen: 

Für x=iXr mufs fr = i werden , fär jeden anderen Werth dage- 
gen, also für 

* 

mufs es sich auf Null reduziren. 

Diese letztere Eigenschaft wird uns vorzüglich zur BestinraiUBg der 
Form von qr nützlich, weil wir unter der Voraiussetzung , jdafs qr «ia« 
algebraische ganze rationale Funktion sei, nach Formel (5) nun setzen 
dürfen : 



SUIS gegebenen ^pezicUen Werlheo derseHieo. 



^r = k(x — X^) (X — X^) ... (X — Xr^,) (X — Xr^,) (*— xj 

worin A: eine consUmle Gröfse bedeatet. Der Werlh derseibeu labt sieh 
vermege der Bedingung, dafs tüv x = Xr) 9r=i werden nrnfs, leicht 
bestimmen; es ist nämlich für x=:Xr 

i = .k(Xr — Xj {Xr — ^ X^) ... (Xr — ar^-i) (Xr — J:r+,) . . . (Xr — xj. • 

Um ans diesen beiden Gleicbangen k zu eliminiren, dividiren wir die er- 
sie durch die zweite und «rhaiten: 

_ {x — X^){x — X^)...{X'-- Xr^^) {x — Xr^.^ ) . . . {x — xj 
{Xr XjJ (Xf X^y. • • {Xf -— X^— i) (Xr — Xf^i) . . . {Xr — xj) 

wodurch der Werth eines beliebigen q bestimmt ist. Setzt man diefs für 
9* = 1 , 2, 3, ... ra in die Formel (4), so ergiebt si^h 

{x — x^) (X — Xj) (x — x^) ... (x — xj 
(6) 



y = 



+ 

+ 
+ 



(Xj — X^) (Xj JTj) (Xj X^) . 

. (x — x^) (x — x^) (x — xj . . 



{X^ — Xj) {X^ OTj) (^2 r^ X^) . 

{x — ,x^) (x — x^) (x — x^) • . 



(Xj Xj) (Xg — X2) (Xj x^) . 



. (Xj x^) 
(x — x^) 



. (a?jj — a:J 
- (^ — ^n) 



y« 



• (^8—^«) 



+ 



(X — X,) (X— Xjj) (x — X3) . . . (x — x^_,) 



(^n — ^i) i^n — ^a) (^n — X3) . . . (x^ — X,_J '" 

ein unter dem Namen der Interpolationsformel von Lagrange bekannter 
Ausdruck. 

Die algebraische Funktion y^ welche man durch Anwendung dieser 
Formel erhält, ist vom Grade n — 1, weil jedes einzelae Glied n — 1 
von X abhängige Faktoren enthält , in denen allen x als erste Potenz aof- 
tpttl ; der Girad der Funktion beträgt also eine Einheit weniger als die An- 
zahl der gegebenen speziellen Werlhe derseibeu. Da nun hier die Funk<> 
tiop durch eine Partie von Werthen, deren Anzahl den Grad- der Funktion 
um Eins übersteigt, vollkommen bestimmt ist, so kann man folgenden Salz 
aussprechen: 

Geben zwei algebraische rationale Funktionen dessel- 
ben Grades <p{x) und ,i^(x) für eine Partie spezieller Wer- 
th e von X, welche Xj^ x^, x^y ... x^ heifsen mögen, die 
nämlichen Resultate, ist also 

9j(Xj) = i/;(Xi), <p(x^) = if;(xa), . . . g>(xj = t/;(x^) 
und zugleich die Anza^bl m dieser Werthe umEins grö- 
fser, als der Grad der Funktionen, so sind diese über- 
hauptidentisch, d. h.. es ist dann fjir jedes x, g>{x) =£ 
t/;{x). 



78 Cap. V. BestimmiHig d. Natur d«FiiiiktioiieDao8fegdi.8pez.Werthenders. 

Diefs gilt offenbar um so mehr, wenn die Anzahl der speziellen, Wer- 
tbe von :r^ für welche die Funktionen äbereinsiiramen , noch gröfser isl.^ 

Dieser Satz kann mit vielem Nutzen gebraucht werden , wenn man 
die Identität zweier solchen Funktionen beweisen will, ohne sich mühsa«- 
men Reduktionen zu unterziehen. Kann man z. B. zeigen^ dafs dieselben 
für aUe möglichen ganzen positiven Werthe identisch sind , was oft sehr 
leicht ist, so wird hierdurch ihre Identität im Allgemeinen bewiesen. 

Für 91 =: 3 hat man speziell aus No. (6) 

_ (x.~x^) (x — x^) (x — x^) (x — x^) 

, (x~x^) (x — x^) ^ 

mittelst welcher Formel man aus drei Werthen eine Funktion zweiten 6ra- 
des bestimmt*). Verlangte man z. B, eine Funktion, welche für a: = — 1, 

1 
.r = -, a:=5 der Reihe nach gäbe: y=;9, y = 3, ^ = 39, so würde 

man setzen 

(S + 1){5-1) 

woraus man nach gehöriger Reduktion Gndet 

y = 2a:* — Sx ^ 4. 

Sind in Formel (6) y^ = y^ = ^3 ='•••== Sn = ^'j so ist die Faak* 
tioh überhaupt eine Constante und für jedes x^ y^=: i. Man bat dana 
für jedes x die identische Gleichung : 

^ _ (ar — jf^) (3f — 3:3) . . . (x-^X^) 

+ 

+ 
+ 

wovon man sich in speziellen Fällen durch wirkliche Ausführung der Rech- 
nung leicht überzeugen kann. 

*) Für die analytische Geometrie ist hiermit die Aufgabe gelost, durch drei Punkte 
eine Parabel zu ziehen , deren' Achse den y^, y^ , y^ parallel liegt. 



{X^ "-^ x^) {x^ "^X^) 
(JT — Xl) {X X^) 


. , . (X^—Xn) 


{x^ x^) {x^ •— ^3). 


. . . (X^ Jfjj) 


(x — x^) (x-^x^) . 


. . (X-r^X^^ 
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C a p i t e 1 VI. 

Bestimmung der Natur unbekannter Funktionen 
aus gegebenen Eigenschaften dersi^Iben. 

§• 23. 
Form der hieher gehörenden Aufgaben. 

Bereits im Anfange des vorigen Capitels wiesen wir darauf hin, dafs 
tiuch die Eigenschaften einer Funktion ein Mittel abgeben können, um die 
Funktion zu bestimmen. Aufgaben dieser Art zii stellen ist sehr leicht; 
man braucht nur irgend eine Eigenschaft einer schon bekannten Funktion 
hinzuschreiben, darauf die Bekanntschaft mit jener Funktion aufzugeben 
and umgekehrt zu fragen; welche Funktion ist es, der die genannte Ei- 
genschaft zukommt? Wenn z. B. x und y beliebige unabhängige Varia- 
bele bedeuten , so gilt bekanntlich die ' Formel 

eos ( JT -f- y) ~|- ^<^^ (^ — y) = 2 cos X cos y 
und es spricht sich in ihr eine Eigenschaft des Cosinus aus; umgekehrt 
läfst sich hieraus die Aufgabe ableiten : diejenige Funktion zu bestimmen, 
welcher die Eigenschaft 

/(^ + y) + f(^ — y) = 2/(x) fiy) 
zukommt. Die Auflösung dieses Problemes würde im vorliegenden Falle 
durch die Gleichung 

f(z) ==: COS z 

gegeben sein, wo z eine willkührliche Variabele bezeidinei. 

Aufgaben dieser Art können sogar, zwei oder mehrere verschiedene 
Aullösungen zulassen, d. h. es kann mehrere verschiedene Funktionen ge- 
ben., die ii^end eine Eigenschaft gemeinschaftlich besitzen. Die eben- 
erwähnte Aüfgabb z, B. besitzt aufser der Lösung •f{z) = cosz noch eine 
zweite, nämlich 

worin a eine beliebige Constante bezeichnet ; es würde daher zur völligen 
Bestimmung einer Funktion nicht hinreichen, wenn man sagte, sie besitze 
die Eigenschaft f{x-\-y) -f- f\x — y) == ^f{x) f{y). 

Aus der unendlichen Menge von Aufgaben, di« sich hier darbieten, 
heben wir die vier eioi'achsten und wichtigsten hervor: sie st^elleii sich dar 
in den Gleiehuagen 
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/(x) + Ay) = /(* + y) 

f(x) . /(y) = /(* + y) 

/(*) +/(y) = A'V) 

in welchen die Operationen des Addirens und Mulliplizirens bald auf 
die Funküoiien , bald avf die in ihneQ enthaltenen Veränderlichen ange- 
wendet sind. 

§. 44. " 

Auflösniig der Gleichuog 

f W + fö/) « r(« + y)' 

Wir wollen bei der Auflösung dieses Problems von den einfacheren 
zn den zusammengesetzleren Fällen fortschreiten und erst versuchen, ob 
sich die Natur der Funktion f[x) nicht für ganze positrve Werthe der 
Veränderlichen bestimmen läfst. Setzen wir zuvörderst x^s=yp=^i^ so 
findet sich 2/(1) = /'(2); hierdurch haben wir die Kenntnifs von /*(2) er- 
langt, vorausgesetzt, dars /'(l) bekannt ist. Dafs wir aber auf der rech- 
ten Seite /'(2) bekamen, lag daran, dafs dort zwei Veränderliche x und 
y vorhanden waren, die wir beide = 1 setzen konnten. Wäre es nun 
möglich, aus der Gleichung 

fix + y) =f(x)+f(y) 
andere abzuleiten , in denen stände 

/(^ + y + ^ + «)=.... 
/(^ + i^ + ^ + « + = • • • 

n. s. f. 
d. h. wäre man im Stande, die Anzahl der Veränderlichen zu vergröfsern, 
so wurde man dadurch, dafs man 

X = y = ;5=:tt = ^=...,= i 

setzte, auch 4ie Werthe von /'(3), /(4)^./'(5) u. s. f. bestimmen, also 
ausmitteln können, von welcher Form die Funktion /'(^r) für den Fall ei- 
nes ganzen positiven x wäre. — Dieser Gedanke ist nicht schwer aus- 
zuführen ; setzt man nämlich in der ursprünglichen Gleichung x = a, 
y =: ß-^Zf wo a, /5, z* wieder beliebige GrÖfsen sind, so ergiebt sich 

Die ursprüngliche Gleichung läfst sich aber unter einem doppiäten 
Gesichtspunkte betrachten ; einmal lehrt sie, die Summe zweier. gleich- 
gebildeten Funktionen f(x) und f{y) finden^ andererseits aber zeigt sie 
auch, wie man die Funktion f{xi-\-y) in die Summe von f{x) und f{y) 
zerlegen könne. Wenden wir diefs auf das oben vorkommende f{ß 4- 2) 



aus gegebenen Eigenschaften derselben. St 

an , worin ß und z gerade so beliebige Gröfsen sind , wie früher x und y, 
so ist auch /'(/J + z) = f{ß) + A^^)? folglich wird jetzt aus (i) 

. /(« + ^ -f ;.) = /(«) +fiß) +f(z). 

Für z = Y -\- u ergiebt sich hieraus 

/[« + ^ + y + «) = yt«) +/(« +/(y + «) 

oder, wenn man f(,y-\-U) nach der ursprünglichen Gleichung wieder iu 
/■(y) + A't) zerlegt, 

/(« + ^ + y 4- «) = /(«) + m + Ar) + /(«)• 

Nähme man ferner «e = d-f-t?^ so würde man unter Anwendung der 
nämlichen Zerlegung erhalten : . 

/(« + ^ + y + « + ^) =/(«) + Ai5)+/(y)+/(*)+/(«)- 

Man sieht auf der Stelle , däfs diese Betrachtung sich beliebig w^it fort- 
führen läfst und dafs man auf diese Weise eine beliebige Menge willkühr- 
lieber Gröfsen a, ß, y, ..; (i einfähren könnte. Überhaupt ist nämlich 
für eine solche Partie Gröfsen : 

Da hier a, ß^ y, , .\ (i beliebige Gröfsen bedeuten, so können wir auch 
dieselben einander gleich und zwar der ersten gleich nehmen, d.i. 

j3=±=y = Ä = ... = ft und alle = a 
setzen. Beträgt nun m die Anzahl der überhaupt vorhandenen Gröfsen, 
so gebt die Gleichung (2) in die folgende über 

(3) f{ma) = mf(a) 

welche für jedes beliebige a, aber nur flfr beliebige ganze positive m gilt. 
Es lassen sich aus derselben mehrere sehr wichtige Folgerungen ziehen, 
je nachdem man dem willkübrlichen a verschiedene Werthe giebt. 

1) Nimmt man zuerst a=: 1 , so wird 

(4) f{m) = mf(\) 

oder, wenn wir /*(!), welches einen gewissen constanten Werth haben 
wird, den wir nicht weiter untersuchen, kurz mit n bezeichnen, 

(5) f(m) = am 

d. h. wenn die Veränderliche x eine ganze positive Zahl ist, :S0 ist f{x) 
=zaXy also in diesem Falle die Natur der Funktion bestimmt. 

2) In der Gleichung (5) nehmen wir jetzt a gleich einem positiven 

Bruche, gleichviel ob acht oder unächt, also etwa a = -. Hierbei kön- 
nen wir immer voraussetzen, dals p und 9 ganze positive Zahlen sind, 
denn wenn auch Zähler und Nenner jenes Bruches selbst wieder Brüche 
sein sollten, so kann man ihn doch dadurch, dafs man Zähler und Nenner 
nut einer schicklich gewählten Zahl multiplizirt, auf jene Form bringen. 
Wir haben jetzt 

SeklAmiUh Analjris I. iweite Aufl. 5 
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Da aber m eine beliebige positive Zahl isf , so können wir auch m = q 
werden lassen, wodurch sich ergiebt: 

also wenn man fy-) o's unbekannte Gröfse ansieht. 

Hier lafsl sich aber, weil p eine positive ganze Zahl ist, f{p) nach der 
vorhin gefundenen Regel bestimmen, nach welcher für jedes poBittve ganze 
Xy Y{x) = aap^ mithin auch f{p) = ap ist. Wir erhalten jctel 

d, h. wenn die Veränderliche x ein positiver Bruch ist, so ist f{x) = ax. 

Da nun jede positive rationale GrÖfse entweder eine ganze Zahl, 
oder ein Bruch ist , so können wir , das Bisherige zusammenfassend , sa- 
gen : für jedes positive rationale x ist f{x) = ax. 

Man sieht aber leicht, dafs diese Form auch für irrationale or rich- 
tig bleiben mufs. Denn da man sieh irrationalen Zahlen durch rationale 
Brüche (Dezimalbrüche) ohne Ende nähern kann, und jene Form für alle 
jene Brüche besteht und nie zu bestehen aufhört, so mufs sie für Irratio- 
nalzahlen selbst gültig bleiben. Mau kann also sagen : für jede positive 
Zahl X ist f{x) = ax. 

Es würde sich nun noch darum handeln, die Form der Funktion f{x) 
für negative x zu bestimmen. Diese Aufgabe läfst sich leicht auf eine an- 
dere reduziren. Setzt man nämlich in der ursprünglichen Gleichung 

das ganz beliebige y = — x, so wird ' - 

/(*) + /■(— *) = /<* - «) = /(O) 
d. h. 

(7) /(—*)= /(O) — /■(*)• 

• I 

Man würde also / (— x) bestimmen können , wenn man den Werth von 
f{0) auszumitteln wfifste. Diefs kann aber vermittelst der Gleichung (6) 
leicht geschehen, wenn man p constaitt, etwa = 1 nimmt, ^ ins Unend- 
liche wachsen läfst und zur Gränze für wachsende q tibergeht. Es ist dann 

lim - = und man erhält 
9 
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(8) /(O) == a . = 
und jel^t aas (7) 

(9) f{—x) = —ax = ä(— jT). 

Fafst man alles Bisherige zusammen, so ergiebt sioh da^ Theorem: 
Diejenige Funktion von x, welche die Gleichung 

erfüllt, ist 

(10) fix) z=ax 

wojbei X jede mögliche Zahl bedeuten kann, und die 
Bedeutung der Constante.n a durch die Gleichung 

a-usgesprochen ist. 

Es zeigt sich hier,, dafs es nur eine Funktion giebt, welche der obi- 
gen Gleichung Genüge leistet, öder mit anderen Worten, dafs jene Glei- 
chung eine bestimmte Funktion charakterisirt. Sollte nämlich eine zweite 
Auflösung möglich sein, so müfste sie sich aus dem Gange der Untersu- 
chung selbst ergeben haben, was z. B. dann hätte geschehen können, wenn 
man aus dem Werthe von f{a) den Werth von f{fna) auf verschiedene 
Weisen abgeleitet hätte. Da diefs aber nur auf einerlei Weise geht, so 
kamen wir für den Fall eines posiitiyen ganzen x auch nur zu einer Aaf- 
lösung und ebenso in den übrigen Fällen. 

§.26. 

Auflösung der Gleichung 
fix) . fiy) ^ fix + y). 

Wir können hier einen ganz ähnlichen Gedankengang verfolgen, wie 
im vorigen Paragraphen. Wir suchen nämlich zuerst die Form der Funk- 
tion für ganze positive Werthe der Veränderlichen zu bestimmen und füh- 
ren defshalb in die Gleichung 

eine gröfsere Menge von veränderlichen Grofsen ein« Setseen wir üümr 
lieh x = a^ yz^ß-^-Zf so wirA 

fia + ß-\^z) = fia) ./iß + z). 
Die Gleichung (1) lehrt aber nicht nur das Produkt zweier gleicbgebilde- 
ten Funktionen in eine Funktion zusammenziehen, sondern fiie seigl 
auch, wie man eine Funktion von der Summe zweier Veränderlichen zer- 
legen könne. Wenden wir das Leüsiere hier an, so ergiebt skh 

Für 2 =t 7 ^ 21 erhält man hieraus unter Anwendung der iiämlicfaea Zer* 
leg^ng : ' • 

«♦ 
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Setzt man dieses Yerfahren gleicbmäfsig fort , so findet man far eine be« 
liebige Anzahl veränderlicher Gröfsen a, j3, y, . . . > die Gleichung 

(2) ^ /(« + ? + / + . •^ + f*) =/(«) ^/(ft :/(y) -../w. 

Setzt man hier 

und nimmt man an, dafs dieser Gröfsen der Zahl nach m vorhanden sind, 
so erhält man auf der rechten Seite von (2) ein Produkt von m gleichen 
Faktoren, also (überhaupt: 

(3) /(ffia) = [/(a)]" 
Für tt = 1 ergiebt sich hieraus zuvörderst 

f(m) = [f(i)r 
d. h. wenn der Kürze wegen f{i) mit a bezeichnet wird, sa ist für .ganze 
positive x: , 

(4) fix) — fl'. 

Setzt man dagegen in der Gleichung (3) a= einem positiven Bruche 

-^ dessen Zähler und Nenner ganze Zahlen sind , so wird 

I^ hier aber m, p^ g drei beliebige positive ganze Zahlen sind, so hin- 
dert nichts , m = 9 zu nehmen , wodurch man erhält 





und wenn man hieraus durch Ausziehung der qien Wurzel das unbekannte 
sucht: 



^ß) 



yfi) = ^M- 



Nun ist aber f{p) bekannt, weil man für alle positivc^n ganzen Werlhe der 
Veränderlichen die Form der Funktion schon kennen gelerat hat, Gemäfs 
der Gleichung (4) ist nämlich f(p) = a^, mithin 

(5> /g) = V-? = «1 

Wir habeii also gleichförmig für alle positiven rationalen x 

(ey f(x) = 0*. 

Diefs nufs auch noch für positive irrationide o: gelten, weil man sich ihnen 
durch rationale Brüche uubegränzt nähern kann und die Gleichung (&) nie 
zu gehen anfMrt, wiegrofs auch p und q sein mögen. Nknmt man ia 
(5) p constant, etwa s= 1 , und läfst 9 ins Unendliche wachsen, so ist 
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Lim / j - 1 ;= Lim tfl 

oder 

(7) /(O) == a« = 1. 

Mittelst dieser GleichuBg lassen sieh die Werthe von /*( — x) bestimmea; 
Für 2^ = — X erhält man nämlich aus der ursprünglichen Gleiehuag 

f(x) , f(-^x) =/(0) = 1 
also 

d. b. 

(8) f{—x) =: ^ — a-'. 

Fassen wir nun alles Bisherige zusammen, so können wir sagen: 

Diejenige Funktion von x, welche der Gteichnng 

f(:x) ./(y) =:f{x+y) 
Gen^üge leistet, ist 

(9) /W.^ a' 

wobei X jede mögliche Zahl bezeichnen kann und die 
Bedejutung 4ler Const-anten a durch die Formel 
00) fl=/(i) 

gegeben wird. 

Man könnte auch eine allgemeine Theorie der Potenzen auf die hier 
durchgeführte Untersuchung bauen. Man würde dann so anfangen müs- 
sen: Setzt man die Gröfse a als Faktor ntmal, so wird diefs mit a* be- 
zeichnet. Demnach ist, wie früher, für ganze positive x=smy ({m) = a*^ 

für gebrochene a:= -, /l^j = V^o', für ganze negative jr =:= — m, 
f\ — m) = -jji und für negative gebrochene a: = — -, f\) ^^^ 1 — • 

Um nun diese vier verschiedenen Formen derjenigen Funktion, welche die 
Gleichung f{x)f{y) =f{X'\-y) erfüllt, unter eine einzige zu bringen, 

wollen wir ^a^ mit a«. -^ mit o"^"* und mit a v bezeieh^ 

a f -^ 

nen, und allgemein den Ausdruck a' für jedes x eine Potenz nennen. 
Die Definition der Potenz lautet dann: ,, Potenz nennt man diejenige 
Funktion , welche die Gleichung f{x) f{g) = f{x -f- y) befriedigt ; für 
positive gadze x läfst sich dieselbe als ein Produkt gleicher Faktoren an- 
sehen, für andere x aber treltn die Inierpret^lionen 
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^ t— 1 

ein/^ Bei einer solchen Bebandlungsweise der Potenzenlebre , weiche 
zuerst L. Grelle in meiner Theorie der Potenzen und Fakultäten ganz 
vonrefflioli ao^gefohrl bat, lassen sieb alle die Schwierigkeiten vermeiden, 
denea nan sonst leicht begegnet. 

§. 26. 

AuflcMUDg der Gleichang 

Um zuvörderst die Anzahl der Veränderlichen zu vermehren , setze 
man in der Gleichung 

(i) fi^y) = /W + M 

a für X und ßz für t^^ so ergiebt sich 

f(aßz) = f(a) + fißz) 
oder, wenn man f{ßz) nach der Gleichung f{xy) zerlegt, 

f(aßz) = /(O) + fiß) 4- f{z). 
Setzt man wieder pi für Zy so erhält man dnrch abermalige Zerlegung 
rechts 

/(aßyu) = f(a) -f f(ß) + f(y) + /(«). 

Überhaupt gilt für die Veränderlichen «, j3, y, . . . |ü die Gleichung 

(2) /(«^y . . . j*) = /(«) + /(jS) .+ fiy) + •- • • + /(f*)- 

Nimmt man die Gröfsen «^^ /^, y» • • • f^ einander gleich und gleich der 

ersten und bestimmt man, dafs die Anzahl der vorhandenen Gröfsen m 

sei, so wird 

(5) y(0 — mf(cc), 

und diefs gilt für jedes beliebige a, aber nur fiir ganze positive a». Man 

kann aber hieraus eine andere Gleichung ableiten, in welcher auch der 

, l 
Exponent bidiebig ist. Für a = a9^ worin a eine beliebige constante 

Gröfse, p und q wiilkührliche ganze Zahlen bedeuten, erhält man nämlich 

Da aber m^ p und q beliebige ganze Zahlen sind, so darf man auch m =?= g 
nehmen, wodurch sich die obige Gleichung in 

/(«^ = ?/(««) 

▼erwandek, wprin 4w Wwth Ton f^') mh aus <2> bMÜinmen iürgt. 



^ 
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wenn man aicb für die beliebige Grörse a dort unser a und für jene gaaxc 
Zahl m unser p subslituirt denkK Es wird jetzt 

y 
Da nun - jede ganze, acht oder unächt gebrochene rationale positive 

Gröfse bezeichnen kann und die vorstehende Gleichung offenbar auch für 
positive irrationale Zahlen gelten .mufs , weil man sich diesen durch ratio- 
nale Brüche ohne Ende nähern kann, so darf mau jetzt sagen: für jede 
beliebige positive Gröfse fi. ist 

(&) /(«^) =e ^f{a). 

Nimmt m^ in der Gleichung (4) die Zahl p coffsidnt^ etwa sss ij v«rgrö- 

faerl dagegen q ins Unendticke und geht zur Gränze för «nendtich waeh- 

sende q über , so wird Lim «' == a^ = 1 , folglich 

(6) f{i) = 0. 

Um noch zu erfahren, was /(a'^) sei, nehme man in der ursprüuglicben 
Gleichung 

X = a^ und y = arf^;.e& ergiebt. sich dann unter Benutzung des mit (6) 
bezeiclineten Hesultates : 

/(«^) +-/(«-'*) = 
folglich 

(7) ■ f{a-f) = — f{af) = (— 11) f{a). 

Vergleicht man diefs Init (5), so heifst es jetzt: fiir jedes beliebige (i und 
ein willkührliches , aber constahtes a ist 

(8) /(a'*) = ft/(«). 

Um hier^ius f{x) abzuleiten , braucht man Mos a^ = x zu setzen , wor- 
aus folgt 

fi = logx, bßsa* 
Aufserdem wird f{a) irgend einen constaaten Wertb haben , den wir mit 
k bezeichnen wollen; biersach wird nun 
(d) f(x) = k log X. 

Diefs gilt nur so lange, als x eine positive Gröfse bedeutet; denn man 
mag eine positive Grundzahl a auf positive oder negative Potenzen erbe- 
ben, so wird doch die Potenz selbst immer positiv; es ist also für positive 

a und beliebige fi die Potenz a^> d. i. x^ immer positiv. 

W^Ate mäfl aber ^ selbst negativ nehmen , ao bekäme man bei steti- 
ger Änderung des fn gar keine ftieltge Fo||e von Wenhen für x ; setzte 
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man z. B., ( — a) für a und Ijefse f& von 2 bis I gehen, so erhielte man 
der Reihe nach: 



(— a)'** = (— a) (— fl)* = (— a) V^^^^, unmöglich 
(-^a)*** = (—ff) (— a)* = (—11) V^^^, möglich 
( — ä)'** = ( — ff) ( — -ff) = ( — ff) K — ff,, unmöglich 



also gar keine stetige Aufeinandcrtoige in den Werlhen von x» — Wel- 
che für negative x die Form der Funktion f{x) in (0) sein möge, iäfst sich 
mithin aus den bisherigen Betrachtungen nicht entscheiden ; spätere Uuter- 
suchungen werden uns hierüber Aufschlofs verschaffen. 

Diejenige Funktion also, welche die Gleichung 

/(^) + f(y) = Am 
befriedigt, ist 

(10) J\x) — klogx 

in welcher h eine beliebige Constaute, x eine wesent- 
lich positive Veränderliche bezeichnet. 

§. 27. 

Auflösung der Gleichung 

Zur Vermehrung der Anzahl der Veränderlichen setzen wir a für x 
und ß% für y, so dafs 

(1) f(^§^) =/(«) ^f(ßx) 

wird und zerlegen hier f{ßz) in tWlfX^)» wodurch die Gleichung 

f(ußz) = /(a) . f{ß) . f(z) 
hervorgeht. Nimmt man hier z = yte und zerlegt f\z), d. h. f{yu) wie- 
der in f(y)f{u)j so findet man weiter 

/(aßyu) = /(«) . f(P) . /(y) . /(«) 
und überhaupt für eine beliebige P$irtie veränderlicher Gröfsen a, ß, 
y, . . . f*, 

(2) /(«i^y . . . fi) = /(«) . f(ß) . /(y) /(/*). 

Daraus ergiebt sich für |3 = y = ^ = . . . =r fi = a, vorausgesetzt, dafs 
die Anzahl der Veränderlichen 99t beträgt, 

(3) /(««*) = [/(«)]«. 

Diese Gleichung, welche für beliebige a, aber nur lur ganze positive 9ft 
gilt, Iäfst sich noch etwas verallgemeinei*n , wenn mau setzt 
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p 
et = a^ 

wo a eine willkührliche coustauLe Gröfse, p und q beliebige ganze Zah- 
len bedeuten. Es wird nämlich : 

/(«•i) = [7(«l)l" 

welche Gleichung sich dadurch, dafs man von den drei beliebigen ganzen 
Zahlen m^ p, q die erste der letzten gleich nimmt, in die einfachere ver- 
wandelt : 

woraus folgt 

, /(flf) = [/(«P)p. 

d. h. wenn man die Gleichung (3) in Anwendung bringt, 

p p 

(4) A«') = (/(«)]'• 

Da - jede rationale positive Gröfse bedeuten kann, so h^ifst diefs mit 

anderen Worten : für jedes positive rationale ft ist 

(5) /(«'*) = [f(ä)]f 

und diefs mufs auch noch für. positive irrationale (i gelten, weil man sich 

diesen durch rationale 3rüche uiibegränzt näherfi kann. 

Läfst inan in der Gleichung (4) für p = 1 den Nenner q ins Unend- 

I 



liehe zunehmen und geht zur Gränze über, so findet sich, weil 

= ist, 

(6) ^ /(«o) = [/(«)]«, tf. h. /(l) = i. 

Nimmt nian ferner in der ursprünglichen Gleichung 

X = a^ und y == «"'*, so wird 
folglich 

d.\h. nach (5) 

/(arf^) _ _i — = [/(«)](-f*). 
. [/(«)f 

Durch Vergleichung mit dem Resultate in (5) ergiebt sich nun der Satz s 
für jedes beliebige f* ist 

(7) /(fl") ==[/(«)F. 
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Udi hieraus f{x) zu bestimmen, brauchl man Mos af^ = x zu setzen, 
woraus , 

H = iog X f bas a 

folgt. Es ist also: 

Man bat aber überbaupi für jedes b und x - 

(8)*) Ä^«* = jr*«** 

folglieb hier 

f(x) =z x'*«/(«) 
oder, wenn man die Constante loff f{a) mit k bezeichnet, 
(9) fix) = xS 

wobei X wieder blos positive Werthe haben kann, weil es, wie im vori- 
gen Paragraphen , 5= a'* war. 

Diejenige Funktion also, welche die Gleichung 

fix) • f(y) = f(xy) 
befriedigt, ist 
(iO) f(x) = ** , 

wobei k eine willkührliche Constante, x eine wesent- 
lich positive Veränderliche bjBzeichnet. 



C a p i t c 1 VU. 
Die unendlichen Reihen. 

§. aa- 

Entstehung der uaendHchen Reihen. 

. Schon in §. 5. haben wir ein Beispidl von der Zerlegung eiuer Zahl 
in eine unendliche Alenge immer kleiner werdender Theile kennen ge- 
lernt; dort stand dasselbe , um den Begriff der Gränze zu erläutern, hier 
kommen wir auf dasselbe zurück, um weitere Betriachtungen daran zu 
knüpfen. 

Man sieht leicht ein , dafs eine und dieselbe Gröfse auf sehr verschie- 
dene Weise in Theile zerlegt werden kann, je nachdem ifian das eine 
oder das andere Gesetz der Theilnng zu Grunde legt. So hatten wir in 
§. 5. die Zerlegung der Einheit durch fortgesetzte Haibirung bewerkstel- 



*) Der Beweis hiervon lautet so: Für a als Basis ist b as </•*?*, also tr"** == 
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ligt.,. maD würde aber ebenso leicht nach Oritlheilen, ViertheileD etc. zer- 
legen können. Theilt man z. B. eine Linie AB. in drei gleiche Tbeile 

und nimmt AM = - AB (die Figur wird man leicht hierzu entwerfen 

1 
können) , so bleibt noch MB = - AB übrig ; dieses wird wiederum in 

drei gleiche Theile gelheilt und zwei davon werden zu AM gethan, m^n 

erhält dann ^AB + ^MB =: ^AB + ^AB und es bleibt ^ AB übrig; 

verrährt man hiermit ebenso und setzt diese Theilungsweise ins Unendliche 
fort, so erhält man • 

^ AB + ^AB -{- — AB + ~ AB 4^ . . . 
3 ■^ 9 ".27 ■ 81 V 

da man sich hierdurch der ganzen Linie AB unbegränzt nähert, so 

ist jetzt 

oder nach Division mit ^A.B 

11 1 1 1 

11 1 1 
— 3^ + 3« + 5» ■*" 34 + 

Auf ganz gleiche Weise würd^ man durch fortgesetzte Theilung der Linie 

AB in vier gleiche Theile finden 

AB = \^B+^^B-\-l^JB^... 

oder durch Division mit ^AB 

Zu diesen Siänitren einer usendHchen Mei^e von Theilen siod wir hier 
4«dureh gekommen, dafs wir vorher eine endliche bestimmte Gröfse in 
ihre Theile zerieglen und sie dann ans diesen Theilen wieder zusamraen- 
setzten. Aber es könnte wohl nmgekehrt die Aufgabe so gestellt werden, 
dafs nur die einzelnen Tbeile gegeben würden mit der Forderung , ihre 
Sttnme zu linden, wie z. B. wenn man tfacb der Summe von 

51 ^ 5a -T 53 T 54 T^ ••• 

fragte. - Hier würde uns der bisherige Weg wenig nütsen, wenn maa 
sich nicht aufs Probiren legen wollte, um durch eine geschickte Zerlegung 
einer passend gewählten Gröfse die vorgelegte Reihe zu erzeugen. — 
U» aber iiieht bei so spezieilen Fällen striien 2v Ueibea, wollen wir vor- 
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erst die Aufgabe mit der nöthigen Schärfe und in der gehörigen Allgemein^ 
beit auffassen. 

Wenn die gegebenen Summanden, die wir immer mit u^^ f£^^ u^, . : . 
bezeichnen wollen, nicht in irgend einer gesetzmäfsigen Weise gebildet 
wären, sondern regellos fortlaufende Zahlen bildeten (z.B. 6, 11, 5, 9^ 
7, 50, . . .), so würde es schon gar keinen Sinn Haben, nach der Summe 
einer unendlichen Menge derartiger Summanden zu fragen, weil man 
nicht wäfste, wie jene Zahlenreihe fortginge, also auch die nicht gera- 
dezu hingeschriebenen Summanden gar nicht bekannt wären. Wir müs- 
sen daher zunächst voraussetzen, dafs die zu summirenden Zahlen nach 
einem~ gewissen Gresetze gebildet sind , demzufolge es möglich ist , so viel 
Summanden, als man will, wirklich zu entwickeln. Gesetzmäfsige Rei- 
hen wären z. B. 

<t*0 <if*1 <t*2 <t*3 

•V a «v a «w a M> a • • . 

i, COS z , cos 2z y cos 5z y . . . 
und man wird ohne Mühe daa Biidungsgesetz derselben übersehen. Nen- 
nen wir die einzelnen Summanden 

^o > ^i > '^a' ^9* • • • 
die Glieder der Reihe und die angehangenen Zahlen 0, 1, 2, 3, ^ . . 

die Indices oder Stellen zeiger derselben, so mufs es also möglieh 
sein, zu jedem beliebigen Index das zugehörige GUied zu bestimmen; in 
den oben gegebenen Beispielen ist z. B. das eine Mal t««=i:ir*^ das an- 
dere Mal u^ = cos nz. In sofern u^ irgend eines dei* Reihenglieder be- 
zeichnet, kann man u^ das allgemeine Glied der Reihe nennen und 
es läfst sich dasselbe wegen der postnlirten Gesetzmäfsigkeit der Reihe je-? 
derzeit als eine Funktion seines Index ansehen. 

Nachdem wir erörtert haben , welche Art voi^ Reihen überhaupt be- 
trachtet werden soll , liegt uns nun zweitens die Beantwortung der Frage 
ob , was man sich unter der Summe einer unendlichen^ Reihe zu denken 
habe. Diese Frage ist um so weniger überflüssig , als die Arithmetik den 
Begriff der Summe nur für den Fall einer endlichen Anzahl von Summan- 
den erörtert; dafs man aber einie Definition, welche nur für einen be- 
schränkten Fall gilt, nicht ohne Weiteres verallgemeinern dürfe, versieht 
sich von selbst. Sowie nun die unendliche Zahlenreihe nichts weiter als 
die unbegränzte Erweiterung der ursprünglich nicht gerade auf das Unend- 
liche berechneten beschränkteren Zahlenreihe ist, so können wir uns ancb 
die unendliche Reihe te^^ u^, u^^ ... nur dadurch^ entstanden denken, 
dafs in einer vorerst begränzten Reihe 

die Gliederzahl n fortwährend zugenommen frait, und demgemäfs hat auch 



.n— 1 
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die Summe einer unendlichen Reihe nur in so fern einen klaren Sinn , als 
man sie aus der endlichen Summe 

«0 + «1 + "a + «a + • • • + «n-i 
hervorgeben lärst. Die vorliegende Summe ist nun offenbar eine Funktion 
von tiy da sie sich mit n zugleich ändert; bezeichnen wir sie mit S^, und 
lassen jetzt in der Gleichung 

(*) '^f. = «0 + «1 + «2 + • • • + ^n-x 

die Gliederzahl uüendlich wachsen, so folgt 

(2) Lim *S^n = *^o ~h ^t "h ^2 4~ • ; • '^ ^f' 

und der auf der linken Seite stehende Gränzwerlh ist es nun, was wir die 

Summe der unendlichen Reihe rechter Hand nennen. 

l}m -hierzu ein Beispiel zu haben ^ betrachten wir die Reihe 

(5) afO + ari + a:« -f ^8 ^ . . . 

worin x eine positive Gröfse bezeichneo möge; Nehmen wir vorerst 
n Glieder, so ist 

(4) S^ = x^"' + x^ + ar« -f . . . 4- :r' 

d. i. nach einer bekannten Formel 

wobei jedoch vorausgesetzt wird, dafs x Von der Einheit verschieden sei; 
für a: = 1 hätte man dagegen unmittelbar 

(6) *5„ = «. 

Um nun die Gränze zu bestimmen , welcher sich «S^^ für unendlich wach- 
sende n nähert, müssen wir die drei Fälle x^ij x=i, x^i unter- 
scheiden; unter der ersten Voraussetzung nähert sich-o:*^ der Gränze Null 

i 
und folgHch ist nach No. (5) .Um S^ = und mitbin - 

(7) ^-i~i =•+* + '' + '*+••• 

X < 1 

Für .r = i dagegen wird nach No. (6) Lim 8^ = oc und ebenso für 
:r^ 1, LimS^ = oo, weil-in diesem Falle x^ mit n gleichzeitig ins Un- 
endliche zunimmt; man hat daher 

(8) oo = 1 4- a: -f X« + X» + , . . 

x% \ 

und die Formeln (7) und (8) geben nun in j^edenv Falle die Summe der 
Reihe 1 -f or + o:« -f Mc. . ^ 



.n 
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§• 29. 

Die Gonyergeoz ond Divergenz anendlicher Reihen. 

Den vorhin anfgestelhea Begriffen zufolge verstefaeD wir unter der 
Suaime einer unendiichea Reihe den Gränzwerth , welchem man sich nä- 
hert , sobald mehr und mehr Glieder der Reihe vereinigt werden ; hierbei 
entsteht aber die Frage, oh ein solcher. Gränzwerth immer e^tiren 
müsse. Es ist sehr leicht zu sehen, dafs diefs nicht iihmer der Fall sein 
wird , da es unzählige Funktionen geben kann , welche sich bei unendlich 
wachsenden n keiner bestimmten Gränze nähern. So habep wir schon in 
No. (8) des vorigen Paragraphen ein Beispiel gesehen, b<;i welchem die 
Summe der Reihe keine endliche bestimmte Gröfse war, aber es könnea 
Fälle vorkommen , bei denen die Summe noch weniger angebbar ist als 
dort; die Reihe z. E. 

a — 41 -\- a , — a-J-a— r... 
hat überhaupt gar keine Summe , denn durch Vereinigung der auf einan- 
derfolgenden Glieder lerhält man weohselsweis a pnd 0, oder es ist 

und diefs nähert sich gar keiner Gränze; ebenso verhält sich dje Sache bei 
der Reihe 

i— 2-f-3 — 4-f-5 — 6 + ... 
deren Summe immer gröfser wird , aber wechselsweis positiv und negativ 
ausrälll, nämlich . 

wovon sich die Gränze nicht angeben läfst. 

Wir müssen demnach die unendlichen Reihen in zwei Klassen Iheilen, 
in solche, deren Summe eine endliche bestimmte Gröfse ist, und in sol- 
che, deren Summe nicht angegeben werden kann, sei es nun, dafs letz- 
tere unendlich grofs ist oder dafs sie unbestimmt bleibt. Reihen der ersten 
Art heifsen convergent, die der zweiten. divergent, und man kann 
daher, an dem Begriffe der ^umme streng festhaltend, sagen: conver- 
gente Reihen sind immer summirbar, divergente Reihen dagegen besitzen 
keine Summe. 

Wenn nun eine Reihe mit der Forderung vorgelegt würde, die Summe 
derselben zu ermitteln, so ist es das Natürlichste, erst die Vorfrage zu 
stellen, ob eine solche Summe überhaupt existire, weil man-aufserdem 
Gefahr liefe, viel Zeit und Mühe. an die AuflBndung einer Größe zu irei^ 
schwenden, die nirgends zu finden ist. Diese Vorfrage liefsesicfa nur in 
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dem PaUc ersparen , wo man die Summe der n ersten Reihenglieder er- 
mitteln könnte, denn es würde sich nachher beim unendlichen Wachsen 
der Zahl n von selbst ausweisen, ob die Reihe eine Summe hat oder 
oichi, und zugleich würde man im ersten Falle den Retrag derselben er- 
fahren, wie in dem Beispiele ßm Ende des vorigen Paragraphen. Un- 
glücklicberweise ist aber dieses so nahe liegende Verfahren nur selten an- 
wendbar und es wird sich im Verlaufe unserer späteren Untersuchungen 
zeigpO) ^^^^ 6s sehr häufig leicht ist, eine Summenformel für eine unend- 
liehe Reihe aufzustellen^ während es sehr schwer sein würde, eine For- 
mel für. die n ersten Glieder derselbenzu entwickeln. Wir müssen daher 
an die Aufsuchung ^on Kennzeichen gehen, nach denen sich die Conver- 
genz oder Divergenz einer gegej)enen Reihe im voraus beorlheilen. läfst. 
Eines dieser Kennzeichen ist nun sehr leicht zu bemerken ; es besieht 
darin , dafs jedes Glied der Reihe 

gröfser als sein Nachfolger sein und dafs dies& Abnahme ins Unendliche 
fortgehen mufs^ Denn wären alle Reihenglieder gröfser als eine angeb- 
bare Gröfse t , so hätte man bei posHiven Gliedern 

«0 +^J + «2 + «3 + • • 
> « -f- « -j- t + « -f- • • • 

> Ml + 1 + 1 + 1 + . . .) 
und wje klein nun auch s sein möge , ' so kann man das Pirodukt 
c (t -f- 1 -|- 1 + . . .) gröfser als jede belid)ige Zahl machen; es würde 
also die Summe der gegebenen Reihe jede angebbare Zahl übersteigen und 
mithin die Reihe selbst divergent «ein. 

Wenn nun auch die ebengenannte Bedingung nothwendig ist, so- er- 
weist sie sich , wenigstens bei lauter positiven Reihengliedern , doch nicht 
als hinreichend, wie man leicht an Beispielen sehen kann. Für 7/^ = 0, 

i 1 , 

11 = —^5 ?«« = '--- etc. hat man zwar 

Lim u„ = L,m'± =. 

Vn . 

aker gteicbwohl (livergirt die aaendliehe Reihe 



» ' ' ' . 

Denn bezeichnen wir mit iS„ die Summe ihrer n ersten Glieder, so ist 



V^l ■ K2 ■ KS ■ V^ 



n 



11- 1 - \ 



Vn ' Vn ' Vn ' • V» 
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d. i. ■ . . . 

51 > 11-4= oder 5. = Vi 

' V n 

und hieraus folgt, dafs S^ ins Uuendlicfae wächst, wenn die Gliederzahl n 
unbegranst zunimmt. Beispiele dieser Art, deren Zahl sich leicht ver^ 
mehren liefse , weisen darauf hin , dafs es zur- Convei^nz einer Reihe 
noch anderer Bedingungen bedarf, als der unendlichen Abnahme der Rei- 
henglieder. 

Um diese Bedingungen zunächst für solche Reihen, die hur positiye 
Glieder besitzen , zu entwickeln, halten wiruns an folgendes unnutlelbar 
klare Princip: ,,wepn die beiden Reihen 

und 

«0 + «1 + «2 + «3 + • • 
aus nur positiven Gliedern bestehen und man schon weifs, dafs die erste 

derselben convergirt , so convergirt die zweite, ebenfalls und zwar stärker, 

wenn 

divergirt dagegen die erste, so ist dief$ um so mehr mit der zweiten, der 
Fall, wenn die Ungleicbongen 

"o>^ö> «i5>fi> «a >• ifa «Ic* 
statt Gnden.V^ So erkennt man z. B. augenblicklich die Convergenz der 

Reihe ' 

21 + i ^ 2« + 1 ^28 + 1 ^ • • • 
weil ihre Glieder kleiner sind als die der folgenden 

2* * .2* • 2» "* ' '.' 
welche conveiprt und- die Einheit zur Summe hat. 

Das soeben aufgestellte Prinzip ist noch einer Erweiterung rähig, 
wenn man bemerkt, dafs e^n^ convergente unendliche Reihe und eine end- 
liche Reihe zusammen wieder eine convergente Reihe bilden, und dafs 
ebenso eine divergente Reihe mit einer endlichen Reihe vereinigt eine -di- 
vergente Reihe giebt: Wäre nämlich, wenn auch nicht von Anfang an, 
te^^fo, Ui<I^i etc., so doch, wenigstens von einer bestimmten an- 
gebbaren Stdie an, 

80 convergirt die Reibe - - ■ - 

"m H" ^'m+i "TT ^m+« "T' • • • 

wenn dass<}lbe mit der Reihe 
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der Fall ist, und wena iDan die endliche Summe von u^ -|- u^^^^ -}- etc. 
mit der endlichen Reihe fe^ -f- i^i -f- . . . -|- u^^^ vereinij^t, so folgt, dafs 
jetzt auch die Reihe 

«0 + «l + «^2 + • • • + «w-i + «» + «m+i + • • • 

convergent ist. Ebenso leicht kann man sich überzeugen, dafs diese Reihe 
divergirt, wenn von einer gewissen Stelle an ««»><«,, ^m+i^^m+i ^^' 
und die Reihe t^ -f- ^^^^ -4" ®*^' ®'"® divergente ist. 

Zu einer anderen für die Anwendung bequemeren Ausdrucksweise 
dieses Prinzipes der Reihenvergleichung gelangt man durch folgende 
Schlüsse. Es sei 

\^J Z — '^ly "1 — *«> T — ^-s» ••• 

SO findet man sehr leicht 

U. S. W. 

mithin . 

(2) ^ ^m + Wi + ^m+. + ^»+. + • • • 

= ^m (i + ^1 + ^ A + ^iVs + • •) 

Bezeichnet man entsprechend wie folgt 

W - — f*l» ' — ^2> ,^ — f*3' ••• 



SO ei|;iebt sich durch dieselben Schlüsse wie vorhin 

W «m + «m+i + «m^^ + «m+a + • • • 

= «^^ (1 + f*l + f*|^2 + f*l^«f*8 + • • •) 

Wenn nun zwischen den mit fi und X bezeichneten Quotienten folgende 
Beziehungen statt finden: 

so ist auch fi^fi^ ^ ^1^29 f^if^af^s '^ ^i^s^s u. s. f., femer 

* + 1*1 + f*lf*2 + f*lf*2f*3 + • • 

<i+>i + M2 + M*^8 +••• 

d. i. vermöge der Gleichungen (2) und (4) 



1 

7" (^» "r ^m+i *T" ^«M^ T ^«1+» "T • • •) 



oder durch beiderseitige Multiplikation mit n^ 

. SehMnUck Analysis I. iweite Aufl. 



I 
I 
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(6) «« + «ii+» -f u^^ + «*H* + • • • 

■^ 7~" V^» T ^m+i ~r 'm+B T ^«^f« i • • *) 

Wenn nun die Reihe ^o 4~ ^i H" ^a "l" ^^^* convei^rt, io ist die Samme 
von ^M '^ ^flH4 H~ ^m4« 'i' ^^' ^^^^ eudliche Giröfse, und da jetzt rechter 
Hand in der obigen Ungleichung eine endliche Gröfse steht., so mufs die 
Siunme von u^ -{" "um ~|" ^wh^ 4~ ^^^' ebenfaHs endlich sein ; dasselbe 
gilt dann auch von der Reihe Uq-^-Ui-^-u^-}- ,.., welche also unter 
den gemachten Voraussetzungen convergirt. Setzt mau für die Gröfsen x 
und fi ihre Werthe aus (1) und (5), sa gehen die Ungleichungen (5) m 
die folgenden über: 

<. - — ', <. - — > eic. 

und es läfst sich nunmehr folgendes Theorem aufstellen: 
Aus der Convergenz der^Reihe 

folgt die Convergenz der andem^eiteu Reihe 

«^o + «i + «2^-«3^-••• 
sobald der Quotient ai„^^ : n^ von irgend einer bestimmten Stelle au 

kleiner bleibt als der entsprechende Quotient i^^^ : t^. 

Durch ganz ähnliche Schlüsse wie vorhin überzeugt man sich von der 

Richtigkeil des analogen Satzes: 

Aus der Divergenz der Reihe 

folgt die Divergenz der anderweiten Reihe 

«0 + «i +«a + «3 + ... 
sobald der Quotient u^^.^ : u^ von irgend einer bestimmten Stelle an 
gröfser .bleibt als der entsprechende Quoiieitl t^^ : t^^. 
Von diesem wichtigen Doppelsatze wollen wir nnn die haoptsächiicb^ 
sten Anwendungen vornehmen ; sie bestehen darin , dafs wir die gege- 
bene Reihe 

^o + «1 + «« + «*$ + •• • 

mit solchen Reihen vergleichen, deren Convergens oder Divergenz bereits 
entschieden ist. ■ . ^ , 

§. 30. 

Vergleichong dner beliebigeii Reihe mit der geometrisdien Progression. 

Von derjenigen Reihe, welche entsteht, wenn man eine geometrische 
Progression ins Unendliche fortsetzt, nämlich 
(1) 1 +xrf *« + j?» -|-jr*-f- ... 
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kerne« wir nkck §. dft. beraito die Bednga^gai derOiiveqi^iiB oder Di« 
xergBnzi jene findet für a: <: I , diese für x%i statt. Wenifiil wür das 
JMB Ende des verigen Paragraphen entwiekelte Thcortm hier an, hiden» 
wir die Reihe (1) an die Stelle der dorligen Reibe t^^ t^, t^ etc. setzen, 
so ist f^j : in £== x^^ : x"^ = x lind fe%lkb convergirl (6m Reibe 

(2) »0 + «1 + «« + «3 + • • • 

wenn von einer bestimmten SleRe an die Beziehung 



m+i 






statt findet und zugleich die Reihe (1) convergirl, d.h. x ^i ist; die 
Convergenz der Reihe (2) wird also durch die Bedingung 

(3) ^-^ < 1 
bestimmt. Wenn dagegen die Ungleichung 

erfüllt and zugleich die Reihe (t) divergent^ also xÜ ist^ so divergiri 
die Reihe (2), und demnach gilt für die Divergenz die- Bedingung 

(4) ^^ > 1 

Das in dem Bisherigen liegende Kennzeichen, demzufolge die Reihe 
Uq -f- «1 -|- «*2 4" ®**^" convcrgirt oder divergiri, je nachdem der Quotient 
2i^^;u„ von einer gewissen Stelle (n = m) an kleiner oder gröfser als 
die Einheit bleibt, läfst sich aber in einer noch besseren Form ausspre- 
chen. Heifst nämlich k der Gränzwerlh von t^^, : u^ für unendlich wach- 
sende n^ ist also 

so kann man für irgend ein endliches n die Gleichung 

aufstellen, in welcher die Gröfse d ihrem genauen Betrage nach nicht 
weiter bekannt ist, von der man aber Das wenigstens weifs^ dafs sie bei 
unendlich wachsenden n bis zur Nnll abnimmt, die man also durch hinrei- 
chende Vergröfserung. des. n der Null beliebig, nahe bringen kann. 

Ist nun erstens ä: ^ 1 , so mufs sich immer ein Wertb m von n fin- 
den lassen so grofs, dafs d<C 1 — k oder Ar-f- d<^l ausfällt und es von 
nun an auch bleibt, weil 8 bei wachsenden n^ also für n = »i^ »t-f- 1^ 
nt -\-2 etc. abnimmt. Für Ar <: 1 giebt es demoaefa immer eine Stelle 
n = m, von welcher ab der Quotient (m^^, ; wJ = i-J- ä kleiner hleibl 

7 * 
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als die Eiaiieit. Wenn dagegen Ar ^ i , so nnib sieh ein Wertii m von 
n finden lassen, für wetehen S^k — i oder k — A ^ 1 wird und bleibi; 
es giebt daher für k^ i eine Stelle n = «^ von welcher ab der Qaotient 
(^»4.1 : u^)=^k — d inuner die Einheit übersteigt. Diesen Bemerkungen 
zufolge und nnt Hucksicht auf das Vorige gilt nun nachstehender Satz : 
Die unendliche aus nur positiven Gliedern bestehende Reihe 

«0 + «1 + «« + «s + • • 

conyergirt oder divergirt, je nachdem 

Lim ^^ < 1 oder Lim ^^^ > 1 

ist, wobei der erste Fall der Convergenz, der zweite der Diver- 
genz^ entspricht. 
Eiuige Anwendungen dieses Theoremes sind folgende. 

I. Wäre die Convei^enz oder Divergenz der Reihe 

(5) 



folglich 



f+ 


2 ""S 


+ — 

~4 


+ ... 


t «0 = 


= 0, u^ 


X 


X^ 


9t «^ 




^«+1 


"n - 


«4-1 


««+1 . 


n 


X =z - 

i 


4 
1 


«n 


" «4-1 


+r 



und hieraus findet sich durch Übergang ?ur Gränze für unendlich wach- 
sende n 



Lim 



"«+1 



^n 



Die in No. (5) verzeichnete Reihe convergirt demnach für jr ^ 1 und di- 
vergirt für a: ^ 1 . 

II. Für die ähnlich gebildete Reibe 
(6) 1 ar 4- 2 JT« 4" 3x» 4- 4 ar* 4- . . . 

ist 



^-:-f =^-[0+0']= 



und also convergirt die Reihe (6) mit der vorhin betrachteten ^nter ganz 
denselben Bedingungen* 
Iir. Für die Reihe 

<') * + i + ,-^ + r:^3 + 

ist ' 
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ar» ar**-» 



«« — Ä ft a -' «n+i 



1.2.3...«' '•^' 1 . 2. 3... «(«-|-i) 

mitbin 

Lim ^^ — Lim —5-- = 
M„ « + 1 

für jedes endliche x; die Reihe (7) convergirt daher fiir jedes endliche be- 
stimmte X, Es ist nicht überflüssig, diese Behauptung noch auf andere 
Weise zu rechtfertigen , weil es für den ersten Anblick scl]|einen könnte, 
als divergirte die Reibe unter Umständen, für a:= 10 z. B. erhielte man 

1 + 10 + 50 + ^ -f . . . 

und hier nehmen die Glieder allerdings zu ; dafs aber früher oder später 
doch wieder Convergenz eintritt, geben folgende Schlüsse zu erkennen. 

Wenn nt ^ p •-)- 1 ? wo jti eine beliebige Gröfse bezeichnet, so ist . 
auch mp^ p^'\-p und 

mp -Jj-m — p^ — P '^ ^ 
d. i. 

(p+ 1) {nt—p) > m 
Mit Rücksiebt auf diesen Satz lassen sich für p = 0, 1^2, 3, ... (m — I) 
folgende Beziehungen aufstellen: 

1 . m = m 
2(m — 1) >• w 
5 (m — 2) :> m 





- 




• • 

(« — 
m 


• • • • 

J)2 > « 

. 1 r=: m 


deren 


Multiplikation 


zu der Ungleichnng fähii 




- 


1». 


2» -5« 


• • • ffV ^^^ I9t 


oder 














1 . 


3.5. 


.. m 7> (V^«)"* 


hieraus ' folgt nan wdter 




- 






*• 




. *" ^ r * 



1 . 2 * 3 . . . m ^ (V^m) WmJ 

Wählen wir die willkührliche ganze Zahl m so, dafs V^m^x oder 
m*^ x^ ist und zerlegen die Reihe (7) wie folgt: 

* "^ T "'' rr2 + • • + 1 . 2 . 3 . . . (jfi — 1) 



jp«+i jp»+* 



'1.2.3... « ■ 1.2.3... («t+D ■ 1 . 2 . 3 . . . (m-|-^) ■" * " 
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so ist der erste Theil eine endliche Reihe, also ihre Summe von endlicher 
Gröfse, der eweile Theil beträgt nach dem Vorigen weniger als 

d.h. weniger als die Samme einer geometrischen Progression, die nach 

Poteiaen des ächten Bruches — rcr fortschreitet. Sobald also in der 

Km 

Reihe (7) ein Gh'ed u^ erscheint, in welchem m^x^ ist, so findet von 
hier ab eine stärkere Convergenz als in der geometrischen Progres- 
sion statt. 

IV. Sowie die eben belrachlelc Reihe jederzeit convergirte, so di- 
vergirt immer die folgende: 

(8) 1 -f iJT + 1 . 2;r« -|- J, . 2 . 5*3 + • • • 

Der Quotient zweier aufeinanderfolgender ^Glieder ist nämlich 

"«+1 _ i>^.S...n(n-^i)s'^' _ .... 

npd der Gränswerth hiervon unendlich fiir jedes von Null verschiedeiie or/ 
für o: =x dagegen würde sich die Reihe 'auf die blofse i reduziren. 
Wenn also die Reihe überhaupt vorhanden ist, so divergirt sie and zwar 
stärker als eine geometrische Progression 4 denn man hat nach dem 
Früheren _ 

sobald nun x^^m gröfser als die Einheit geworden ist, divei^irt die 
Reihe stärker als folgende: 

(^ Vnf + (r y'n)'^' + {x Vi)^' + . . . 
wie man ducch eine der vorigen ganz ähnliche Betrachtung leicht findet. 

Die gegebenen Beispiele lassen erkennen , dafs die aufgestellte Regel 
zu einer sicheren Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz einer 
vorgelegte^ Reihe führt, sobald der Gränzwerth des Qiiolieolem zweier 
Nachbarglicder weniger «der mehr als die Einheit beträgt. Es kann nun 
aber der Fall eintreten, dafs jener Gränzwerth der Einheit gleich ist und 
dautt liefert, die in Rede steheode Regel keine E9l#cbeidiiog in^hr^ deim 
der Nerv ihres Beweises liegt darin» dafs von eiaer Stelle n^^f» ^h <cler 
Quotient u^^^ : u^ unter oder über der Einheit bleiben mufs, was na- 
türlich nicht mehr statt findet, wenn jener Quotient bei unendlich wach- 
senden n selbst in die Einheit als Gränze übergeht. Wir haben uns daher 
nach weitefen Criterien der Coftvergmz und. Divergens uamisehen. . 
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§. 31. 

Weitere B«tnichtuDgeu über die Convergenz und Üivergeuz der Rdhen. 

Da wir sämmtlicbe Glieder der vorgelegten Reihe 

«0 + "i + ^« + «3 + «4 Hh • • 

aLs positiv uod als successiv abiiebraeDd voraassetzen , so finden offenbar 
folgende Beziebungen statt : 

«0 = «o 
41/3 < 2«, -f 2m3' 

<6«,5 < 2«8 -f- 2m^ -f- . . . -f ««,5 

u. s. w. 
der^n Fortschrittsgeselz leicht zu übersehen ist. Durch Addition dersel- 
ben ergiebt sich 
(1) u^ -f 2mi + 41I3 + Su^ + 16m, 5 + . . . 

Wenn nun die ursprüngliche Reibe »o ~h^i H"*« ~i" ^^* ooovcrgiri, so 
ist ihre Summe eine endliche Gröfse und mithin steht rechter ÜMd m 
No. (I) gldchfalli eine endliehe iGiröfse; um so mehr ist diefs linker Hand 
der Fall, und es folgt daraus, dafs die abgeleitete Reibe Uq -f- 2«| -|- 
4tfg -f- etc. convergirt,' wenn diefs «it der ursprünglichen Reihe u^ -f" 
M, -J- ^« + ctc« der Fall ist. 

Durch Division mit 2 und uaohberige Addition von - 21^ kann man 
der Ungleichung (1) auch die folgende Form geben: 

«'O + "l + «« + "8 + «4 + • • • 

i 1 

Ist hier die abgeleitete Reihe divergent ^ co mufs ihre Svmgie w^en der 
positiven Glieder unendlich wachsen, um so mehr mufs dann die links ver- 
zeichnete Reihe eine unendlich wachsende Zahl zur Summe haben , also 
divergiren; d. h. aus der Divergenz der abgeleiteten Reihe folgt die Di- 
vei^enz der ursprunglichcin Reihe; diefs ist die Umkehrung des vorigen 
Satzes. 

Fernet* gelten' offenbar folgende Beziehunger: 

«0 = ^0 
2äj > Ml 4- «j 

4^3 > «3 + «4 + «5 + «6 

fiUy >tty -f «8 + ... + «14 

* tt. S. W.« 
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aus denen durch Addition folgt 

W «o + 2«! + 41I5 -f SUj -f i6u{f^ -f . . . 

> «0 + «1 + «• + «8 + «4 + • • • 
Diese Ungleichung führt auf der Stelle zu den beiden Sätzen: 1) wenn 
die ursprüngliche Reihe divergirt, so ist diefe um so mehr mit der abge- 
leiteten Reihe der Fall, und ü) aus der Convergenz der abgeleiteten Reihe 
folgt die Convergenz der ursprünglichen Reihe. 

Fassen wir die vier gewonnenen Sätze zusammen , so haben wir das 
elegante Theorem i 

Die beiden unendlichen Reihen 

«0 + "1 + "4 + «s + "4 + • • 
und 

ffind entweder zugleich convergent oder gleichzeitig 
divergent. 

Um also die ursprüngliche Reihe auf ihre Convergenz oder Divergenz zu 
prüfen, braucht man nur die abgeleitete Reihe zu untersuchen; die Be- 
dingungen für diese gelten zugleich für jene. 

Gine bem€rkenswerthe Anwendung hiervon ist folgende ; es sei 

1 1 i 

Uq = — , W, = — , tt« = — , u. s. f. 

SO sind die beiden in Rede stehenden Reihen 

«o + «1 + «2 + «8 + • • 

und 

«o + 2»! + 4^8 + Suj. -J- löttis -f . . . 
Giebt man der letzteren die Fofm 

so erkennt man in ihr eine geometrische Progression ; zur Conyei^enz 

derselben ist nötbig, dafs 

2^ 
2^-'* =?: — <.l , d. h. tt > 1 

2^* 
sei; in jedem anderen Falle* divergirt sie. Nach dem obigen Theoreme 
ist nun auch die Reihe 

(5) L4.L4l_ + L + ... 
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coiivergeDt für ft ^ 1 und divei^ent für fi^ 1. Hieraus ei^eo&l man 
z. B., dafs von den Reihen 



1 W'i 2^2 SV^S 4V^4 

1^ I 2.* "■ 3« ■ 4« ' ■ ' 

1.1,1, 1 , 
V^T V"2 V^3- V^4 ^"* 

1 + 1 + 1 + 1 +... 
1 ^ 2 ^ 3 ~ 4 ^ 

* die beiden ersten convergiren., die beiden letzten dagegen divergiren. 

Die Kenntnifs der Bedingungen, unter welchen die Reihe (3) con- 

vergirt , giebt jetzt neuen Anlafs zu Reibenvergleichungen , indem wir 

wiederum das in §. 29. erörterte Prinzip in Anwendung bringen. 

§. 32. 

Weitere ReihenTergleichiingen. 

I. Denken wir uns an die Stelle der Reihe t^^ + ^i 4" '« ~t~ ^^^*9 
welche wir in §.29. betrachteten; die Reihe 

+ — + — + — + ... 

gesetzt, so ist der Quotient zweier Nachbarglieder 

U («+1)^ V«+lJ ffilY 

und vergleichen wir die obige Reihe mit der nachstehenden 

«0 + «1 + «a + "s + • • • 

so findet in* der letzteren Convergenz statt, wenn von einer bestimmten 

Stelle an 

tt 1 

(1) -^^ <C and zugleich - f* > 1 

ist ; dagegen divergirt die Reihe ^o 4* ^i 4~ ®^* ) wenn von einer be- 
stimmten Stelle an 

• Ä. ' 

(2) -^^ >• und zugleich u ^ 1 

('+5) 

ist. Uiki nun die Jedesmalige Doppelbedingung für die Convergenz oder 
Divergenz in eine einzige zusammenzufassen, schliefsen wir zunächst aus 
No. (1) ' . 
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**1M-l 



(' + 9' 



nehmen beiderseits die natiirlicben Logarithmen «nd dividiren mit 
/ 1 1 -| — I ; es ist dann 

.<'-^^) . 

und weil im Falle der Convergenz fi ^ 1 sein nufs 

' ' \^^ 1 

« 

Diese Bedingung ist nun stets erfüllt, wenn 
(S) /.ww ^ "•*' ^ •-- ^ 



(•+0 



denn sobald man nur n hinreichend grofs nimmt, mufs der linkes verzeich- 
nete Quotient jedenfalls gröfser als die Einheit bleiben, weil sonst die An- 
näherung an eine über der Einheit liegende Gränze unmöglich wäre. Die 
Ungleichung (3) enthält demnach die Bedingung für die Convergenz der 

Reihe m^ -f~ ^i "I" ^^• 

Durch ganz ähnliehe Schltlsse, die sich nur darin von den vorigen 
unterscheiden, dafs die Zeichen ^ tind ^ vertauscht sind, überzeugt man 
sich leicht, dafs die Divergenzbedingungen (2) in die folgende 

(4) Lim-p^^i 

zusammengezogen werden können. Mit dem Vorigen vereinigt giebi diefs 
folgendes Theorem: 

Die anendliche Reihe 

«0 + «1 + «« + «3 + «4 + • • 

convergirt oder divergirt, je nachdem der Gräilzwerth 



/ 






'0+0 

mehr oder weniger als die Einheit beträgt. 
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Ei' läfst sich dieses Theorem nodi in einer ftndereo für die Aiiweodmig 
bequemeren Form aussprecbeo, wenti man den Satz zu Hülfe nimmt, dafs 
fnr unendlich wachsende •n 

.Lim ^ /(l + 1) j = Lim [/(l + l^j = le = \ 

ist; man hat nämlich durch Zusatz des Faktors - 

- . • n 

In dieser einfaeheren Gestalt lautet das vorige Kennzeichen : 
Die unendliche Reihe 

«^o + «i + "a + «8 + «^4 + • • • 
convergirt oder divergirt, je nachdem der Gränzwerth 

mehr oder weniger als die Einheit beträgt. 
Beiepielsweis wollen wir diefs auf die folgende Reihe anwenden; 

«^ . I <^ I Piß+^y , /?«s+<)(P+2) ■ 

W * + «4-^ -r («+^) («+/3+1 ) T" («+ft («+/S+1) («+^+2) "^ • • • 
deren allgemeines Glied durch die Formel 

dargestellt wird. Für das folgende Glied ist 
Hiefaua ergiebt sieh sogleich 
und es ist dann weiter 

vwiH.i/ V ' ^4-»/ <*+« « 

/34-Ä 

Erinnert man. sich nun, dafs der Quotient n : (/3 -^ ^) füf uoendlkh wach- 
sende n die Einheit zur Gränze hat , und dafs ferner der Quotient 
/(l 4* ^y* ^ i>c> verschwindenden d in i übergeht, so folgt auf der 
Stelle 



«IM.1 



'* ["fcfl = • 
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Die 10 No. (6) verzeiclniele Reihe convergiii denntoh ßr «^ i und di- 
vergirt für « <C i ; für « = 1 geht die Reihe in die folgende über: 

und diese divergirt, wie man aus den Lehren des §. 3f. sehr leicht 
schliefst. 

II. Die so eben gegebene Entscheidung über die Convergenz oder 
Divergenz der Reihe tnter No. (5) dient selbst wieder als Ausgangspunkt 
zur Aufisuchung einer neuen Convergenzregel. Setzen wir nämlich die 
Reihe in (5) an die Stelle der in §. 29. betrachteten Reihe t^ -\-t^ -f- 1, 
-f- etc., so ist 

und wir erhalten jetzt folgende Bestimmungen: die Reihe 

"o + «1 + «« + "8 + • • • 
convei^irt, wenn von einer bestimmten Stelle dn 

(6) "^ < f "f!" und zugleich a > i 

ist, sie divergirt dagegen, wenn von einer bestimmten Stelle an die Un- 
gleichungen 

(7) "^ > f + !" und « < 1 

zusammen erfüllt sind. (Im die jedesmaligen Doppelbedingungen zusam- 
menzufassen, schliefsen wir folgendermafsen : aus No. (6) ergiebt sich 
zunächst 



^n 



"+<;+^ d.i. >i+54 



mithin durch Transposition der Einheit und uachherige Mnltiplikatioa mit n 

-2^ — 1 1 > ^-j — oder > ^ 

«^iM-i y ß + ^ I I ^ 

■ n 

Nimmt man n hinreichend grofs , so laTst sich der Divisor 1 -|- - der 

Einheit beliebig nahe bringen, also jedenfalls kleiner als der Dividend a 
machen, welcher No. (6) zufolge die Einheit um eine angebbare Gröfse 
übersteigt; es wird dann 

und diese Ungleichung ist erfüUl, wenn die Bedingung 
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^U,. weil es dann immer eine Stelle 9i:=m geben mnts, von welcher ab 
der eingeklammerte Ausdruck über der Einheit bleibt. — Durch ganz 
ähnliche nicht minder einfache Schlüsse überzeugt man sich , dafs die bei- 
den in No. (7) verzeichneten Bedingungen zu der folgenden 



"" ["Ct; -')]-=* 



vereinigt werden können. Mit dem Vorigen zusammen giebt diefs fol- 
gendes Theorem : 

Die unendliche Reihe 

«0 + «1 + «a + «3 + "4 + • V 
convergirt oder divergirt, je nachdem der Gränzwerth 



""Hc-')] 



mehr oder weniger als die Einheit beträgt. 

Dieses Kennzeichen der Couvecgenz oder Divergenz einer Reihe, 
verbunden mit dem in §. 30. entwickelten, reicht meistentheils zur voll- 
ständigen Prüfung einer nur positive Glieder enthaltenden Reihe aus, wie 
wir an folgendem Beispiele zeigen wollen : 

Die gegebene Reihe sei 

^^^ 1 + 2r + 2^."4r + 2.4. er + • • 

so sind z^ei aufeinander folgende Glieder derselben 

1 . 3.5 ... (2« — 1) x"""^^ 



«« 



«n+i 



2. 4 .6... (2;2) 2n-{-l 
_ i .3.5 ... (2« — i){2n-\'i) *»»+» 



2.4.6..'. (2r) <2n -|- 2) 2« 4* 3 

und hieraus ei^iebt sich behufs der Anwendong des einfaebslen in §. 30. 
verzeichneten Criterioms 

u^ ^ (a>« + «)(a« + i) a ^ V^n) r + ») , 

für unendlich wachsende n folgt 

mithin convergirt die Reihe für 3;^ ^ i d.h. x <C.i und divergirl für 
a?**^ 4 oder xy> i. 

Cm noch über den Fall or = 1 entscheiden zu können, entwickeln 
wir den Ausdruck 
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— g« 4-'» _ ~» 

Hier giebl der Übergang zur Gräoze für unendlicbe n 

und da diefs mehr als die Einheit beträgt, so convergirt die fragliche 
Reihe auch für x = 1 ; sie convergirt demnach für or ^ 1 und divergirt für 
j: ^ 1 , womit für alle möglichen Falle die Entscheidung gegeben ist. 

m 

§. 35. 

Convergenz der Reihen mit positiven und negativen Gliedern. 

I. Enthält eine Reihe theils positive theils negative Glieder , wie 
z. B. die folgende : 

in welcher das Vorzeichen von Paar zu Paar wechselt , so kann man die 
Entscheidung ihrer Convergenz leicht auf die vorhin gegebenen Regeln zu- 
rückführen , indem man eine neue Reihe bildet , welche dieselben Gfa'eder, 
jedoch mit gleichen Vorzeichen, enthält. So ersieht man auf der Stelle, 
dafs die in No. (1) verzeichnete Reihe sicher convergirt, wenn diefs mit 
der folgenden 

(2) "o + «1 + «a + "b + «4 4- «6 + • • • 

der Fall ist ; denn aus der Convergenz der vorstehenden Reihe folgt zu- 
nächst, dafs die beiden Theile derselben 

«O + M| + «4 4" «5 + «a + Mg + . . . 

und 

^2 + H + ^(i + ^7 + «10 + «IX + • • • 

für sich convergirende Reihen bilden und dafs mithin die Reihe (1), welche 
die Differenz dieser beiden Theile darstellt, eine endliche Summe haben, 
also convergireu mufs. Dieselben Schlüsse wurden bei jedem anderen 
Gesetze des Zeichenwechsels anwendbar sein. 

Besonders häufig kommen Reihen vor, deren Glieder abwechselnd 
positiv und negativ sind, also Reihen von der Form 

(ö) «o — «1 + «2 — ^3 + «4 — • — 

bildet man daraus die Reihe der absoluten Werthe aUer Glieder, nämlieh 

(4). «0 + «1 + «« + «fl + «4 + • • • 

so convergirt letztere , wenn die Bedingung 
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erfüllt ist, upd mithin convergirt Jetzt auch die Reihe (3). Man kaon aber 
das so ebea benutzte Criterium auf die Reihe (3) unmittelbar anwenden, 
wenn man berücksichtigt., dafs der Quotient zweier aufeinander folgender 
Glieder in den beiden Reihen (3) und^(4) der Gröfse nach derselbe und 
nur im Voraeichen verschieden ist; man mufs dann als Convergenzbedin* 
gung seta^eii 

(5) vaL num. Lim -^±1 ^ \ 

Man bedarf übrigens bei Reihen von der Form (3) meistentheils dieses 
Kennzeichens nicht einmal /denn es ist gewöhnlich sehr leicht, ganz un- 
mittelbar über ihre Convergenz oder Divergenz zu entscheiden. Letztere 
findet, wie schon früher bemerkt. wurde, sicher statt, wenn alle Reihen- 
glieder gleich sind, oder fortwährend wachsen ; ist aber die Reihe eine fal- 
lende, deren Glieder ins Unendlii^e abnehmen, also u^^'^u^'^n^ etc., 
endlich Lim (i/J == ,. so gelten folgende Bemerkungen. Es ist 

^1 = «o 

-^3 = "o — (^i ^ ^^) 

•^5 = «'O — («1 — «2)' — (^3 — «4> 



•^2«+. = «0 — («1 — «a) — («3 — «4) — • • • — Kf»-i — «!•> 
4a nun wegen der Abnahme aller fieihenglieder die hier vorkommenden 
Differenzen 

sämmtlich positiv sind,, so folgt aus dem Obigen 

d. h. die Summen von ungeraden Gliedermengen nehmen immer ab. An- 
dererseits hat man 

^2 — ^o — «1 

«^4 = "o — «I + («« — «3) 

•^6 •= «'O — «1 + (^ ^ «3) + («4 ~ «ft) 



• • J • 

^.n+, = «o - «1 + («a — W3) + . . . + («»» — «,„+,) 
die hier vorkommenden Differenzen . 

«^0 — "1 » «2 — «3 » • • • ^%n — «2«+, 

sind ebenfalls positiv und es folgt daraus: 

^2 <C S^ '^ S^ <C • • • < *^2ii+a 

d. h. die Summeu von geradem Gliedermengen wachsen. Endlich hat man 

•^i — S^ =2 U^, Äj — 4^^ = ttj , ... 5,»+i — «^«n+a = ^'aiM-i 
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und wegen der Abnahme aller Glieder ist jetzt 

Lim (5,^^ — 5.^,) = Lim (k,^,) = 
und mithin müssen sieh die Summen iS,«^^ und jS^n+a einer und der- 
selben Gränze nähern; diese Gii^nze kann aber nicht unendlich sein, 
weil sonst die fortgesetzte Abnahme der endlichen positiven Gröfsen 
Sx 9 S^ etc. ins Unendliche ginge« was ein offenbarer Widersprach ist. 
Hieraus zusammen folgt, dafs die Summe der Reihe u^ — 1£| ~h^« — ^^* 
eine endliche bestimmte Gröfse sein, mithin die Reihe convei^ren mnfs; 
jene Summe ist zugleich kleiner als irgend eine der Zahlen S^y S^, S^ 
etc. und gröfser als irgend eine der Gröfsen S^, S^y S^ etc. 

Dieses Kennzeichen fiir die Convergenz der Reihen mit Zeichenwech- 
sel, greift weiter als das vorige; durch das erste z. B. Vürde man über die 
Convergenz der Reihe 

11111 
4 _L _l_ I 

* 2 + 3 4 + 5 6+ •• 
nicht zur Entscheidung kommen, weil die Reihe der entsprechenden ab- 
soluten Werlhe 

11111 

divergirt; dagegen belehrt uns das zweite Theorem, dafs die fragliche 
Reihe convergirt und dafs ihre Summe zwischen den aufeinanderfolgenden 
Gränzen 

1 und 1 

2 

1— --L^ und 1 — « + ^ — 7 
2 ■ 3 2 ' 3 4 

. ^ I * * I * A » ^1 I * ^ 

2'3 4^5 2^ '5 6 

u. s. w. 
enthalten ist. Ganz ähnlich verhält sich die Sache mit den Reihen 

1 * I ^ 1 , 

+ rx "* ^ I /. + • • • 



a-f-l a-|-2 '^a-f-3 a-|-4 

JL_J^.J Lj. 

Vi V2 ^ VS y'i 

welche ebenfalls divergent werden würden, wenn man den einzelnen Glie- 
dern gleiche Vorzeichen geben Rollte. 

Eine Folge des obigen Satzes ist noch die, dafs eine ins Unendliche 
fallende Reihe convergirt, sobald ihre Glieder gruppenweis positiv und ne- 
gativ sind, und wenn diese Gruppen eine gleiche Anzahl von Gliedern um- 
fassen. Sind nämlich die ersten k Glieder positiv, die folgenden k negativ 
und so wechselsweis weiter, so hat die Reihe die Form 
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(Ä) «o + »1 + «« -f ••+«»^1 



«t 


*■• 


»*+l 


"~* 


«.+2 


**"" 


.». 


—— 


«2*. 


-t 


«3* 
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"it+l 
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*an-2 
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> • • 
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«3t- 


-t 


«3t 

• 
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««+1 

• • 


• 


«St+2 

• • 


• 


• • 
• 


• 


«4t- 

• 


-1 

• 



+ 

dafür kann man auch setzen 

. «0 — «l + «21 — «31 +••• 
+ «1 — «l+l + «2t+l — «Jl+» + • •• 
T «» ttj^ -f- tl^^^.2 «J»+2 + • • • 

• I 

4" "*-i — "üfc-i + "at-i ^4Jfc-t + • • • 
und sie besieht jetzt aus k Reihen, deren jede für sieh eoBTergirC, abo 
dne endliche Gröfse zur Sninme hat^ da nun das Aggregat von k endli- 
chen Grcffsen seihst endlich sein mufs , so folgt augenblicklich die Conver- 
genz der Reihe (6). 

IL Von besonderem Interesse ist noch die Untersuchung über die 
Convergenz der Reihen von der Form 

(^) o^o "i~ ^1 ^ö*^ "f* ^a cos 2.x -f- flg CO* Si: -f- . . . 

und 

(8) b^ sin X -|- b^ sm2x -f- b^sm^x -J- • • • 

in welchen wir die mit a und b bezeichneten CoefBzienten sämmtlich als 
positiv voraussetzen wollen. . Wir können hier drei Fälle «mterscheiden: 
entweder nämlich sind die Coefiizienten einander gleich, oder sie bilden 
eine steigende oder endKch eine fallende Reihe. 

Findet das Erste statt, wobei wir a den gemeioschaftKehea Werlh 

* 

der Gröfsen a^y a^, a^ etc. und b den gemeinsamen Retrag von b^, b^, 
&, etc. nennen wollen , so ist in der ersten Reihe die Summe der n er- 
sten Glieder 

S^ = Ä I - -J:- cos X -|- cos 2X -|- CO* 3« -f- ... -f" CO* (« — 1) JT | 

d.i. nach der in §.14. entwickeltet! Formel , 

. f i\ 

*^» = fl j — 

2 sin - X 

2 

♦ • ■■ . ■ . 

Für unendlich wachsende n nähert sich dieser Ausdruck keiner bestimm- 
ten Gränze, weil der Sinus eines zunehmenden Bogens immer zwischen 
-f- 1 und — 1 hin und her oscillirt Die Reihe (7) hat demnach , ins Dn- 

ScUftmilch Analysis I. zweite Aafl. Q 
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endliche fortgesetzt 9 kfiiie angebhare Srnniiia, iHvergirt also. — Afaslieh 
verhält es sich in unserem Falle mit der Reihe (S) ; für diese ist 

S^ = b [sinx -{- sMTi^ -|- ä« 3x + . . . + *wi nx\ 



L 2.««-jr J 



2 

WO nun wiederum Um S^ nicht angegeben werden kann und defswegen 
die unendliche Reihe (8) divergirt. 

Bilden die 6röfseo«(o^ ^19 ^s ®^^- "^ ebenso b^, b^, h^ etc. eine 
steigende Reihe, so findet offenbar die Divergenz um so mehr statt, und 
es bleibt daher noch der Fall zu untersuchen übrig, in welchem jene Grö- 
fsen eine fallende Reihe ausmachen. 

Mttltipliziren wir die Gleichung 

1 

«5^^j = - a^ -{- a i cos X -^^ a^ cos 2 X -\- . . , ^ a^ cos nx 

mit 2sin -X und zerlegen rechter Hapd jedes doppelte Produkt aus einem 

Cosinus und einem Sinus in die Differenz zweier Sinus, so wird 

i 

z=z a^sm-x -f- a^ isin-x—-'Sm-xt + «2 I *w - <af — sin-^x\ -\- ... 

* \2, 2y \2 ' X J 

-•• *T"«»-.i I WÄ — r — X"— #tit ■ ■•■■ X I -f-fl^l ff» ■ ' '» — X'^sm X I 

Durch Vereinigung derjenigen Glieder, welche dieselben Sinns eathj^ten 

und «durch Transposition von a^ sin — ^— x ergiebt sich hieraus 
-. . 2 

13 5 

= K — «i) «« j * + («i — ««) «» 2 * + K — «3) *»» 2 * "^ " ' • 

I /^ , . 2» — i 

• • • + l«n-i — « J «« 2 * 

Lassen wir m unendlich wachsen und setzen wir voraus, dafs die Ab- 
nahme der Gröfsen a^y a^, a^, ... ins Unendliche gehe, milhin 

Lima^ = ist, so bleibt jetzt linker Hand nur 2m -o: . lAmS^^ 

2 . 

übrig und rechter Hand wird die Reihe unendlich , .also 
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(9) Ziwi 5^1 = p- !(äo — fli) «« - a: + (fli — a^ «n^x 

2 sin —X ' 
2 

+ K — /'s) *'« 3 * + («3 — «4) *«« o * + • • 

B#ira€bt»f|. wir zanäcbst 4ie Reibe 

(10) <flo--tfi) + («1 — »«) + (%-^«*) + («s — «4> + • • • 

bei welcher wir die in Parenthesen stehende« Differenzea ah ihre eiacei« 
nen Glieder ansehen , so besitzt diesett^e eralens darohans positive CHieder 
(wegen üq^^ a^y>' a^ etc.) and ist zweitens aoeb ocfnvergent, dma nmoi 
erhält dnreh Vereinigung der anfefnatider fo^eaden Glieder saccessive 

d. h. Summen, weiche sich (der Voraussetzung Lim a,^ = zufolge) der 
endlichen Gränze a^ näherq. Wenn nun schon die aus nur positiven 
Gliederfi J>estebeade Reib^ , ^ 

(«0 — «|) + («i — «2) + («a — «s) + • • • 
Conveigirt, so mufs dasselbe um so mehr mit der Reihe 

(11) (fl^— tfi)*wi-jr-f- («1 —«2)^*^2*"^ (««— <'3>*«»2''^"'" 

der Fall sein, weiHhre Glieder, den ahsolulen Warthen nach, kleiner 
als die gleichstelligen Glieder der ersten Reihe sind, und aufserdem die 
Reibe (1 1) Iheils positive tbeils negative GKeder enthält. Bezeichnen wir 
demnach die endliche Summe der Reihe (11) mit A^ so folgt aus No. (9) 

J 

Lm 5^, = — 

2 
upd hier ist die rechte Seite eine endliche Gröfse, sobald x nicht == oder 
= db2^9 db^^9 d:^^ ^^^ ist. Diefs giebt folgenden Satz : 

Wenn die positiven Gröfsen a^^ a^^ a^, ... eine ins Unendliche 
abnehmende Reihe bilden, so convergirt die Reihe 

ö ^0 -^ c^i ^^os X '\' a^ cos 2x '\- a^ cot Zx •\- . . • 

für alle x; welche nicht = 0, iS^r, Jh4«, +6ä etc. sind. 
Läfst man tc — ^ an die Stelle von x treten, so folgt weiter: 

Unter den obigen Voraussetzupgep convergirt auch die Reihe 

- ÖQ — a^cas z -\- a^cos2z — a^ cosSz ^ . . , 

für alle z^ die nicht ?=i + 9!p, +3», +5» etc. sii^. 

Die Notbwendi^eit der hinzugefügte^ Determination erhellt übrigens auch 

8* 



116 Gap. VIL Ok MeadHidieii Raiheii. 



von sellsl aas der Bemerkoog, dafs die R^e in den angegebenen Ans- 
nahmeßUen die Form 

5 «0 + «1 + «a + «8 + • • • 

erhäk, wo nan, wegen des gleichen Vorzeichens aller Glieder, die bloGse 
anendliche Abnahme von a^^ a^y a^ etc. zur Convergenz nicht bittreicht. 
Für xz=n oder z = kommt man auf das schon niHer .1* aas anderen 
Gründen bewiesene Theorea». xnrick. ' . 

Ganz ähidicbe Betraehtongen gelten iiir die Reibe (8) ; nultipfiziren 
wir nämlich die Gleichong 

S^ =? b^ sin s -^^ b^ siM %9 -{- i^ 9m BJi -{-».> -^ ^^ nM HS 

1 

mit 2 5191 - o: und zerlegen rechter Hand jedes doppelte Sinusprodukt in 

eine Cosinusdifferenz, so folgt 

und dieser Gleichung kann man leicht die Form geben 

^sm -^ . 5^ 4. h^ €0$ — ~ * 

=: b^ cos '^x — (Äj — b^) cos —X "^ {b^ — b^) cos -x — . . ^ 

, . . — (*^__j Ä J COS * 

Unter den Voraussetzungen ^i > 6^ > ^3 > ... und lAm fr^ = folgt 
hieraus - 

2 sin -x 

2 

Die Reihe 

(*i - ^a) +. (Am - *s) + (*3 - K) + • • • 
enthält nun lauter positive Glieder (jede Differenz für ein Glied gerech- 
net) und ist aufserdem convergent, nämlich ihre Summe = &| ; hieraus 
folgt, dafs die Summe 

(*i — ^a) cos.^x -f {b^ — b^) cos ^x -}- . . . 

um so mehr eine endliche Gröfse und dafs mitbin auch die Differenz 

*1" '3** '6 

*i CO« ^x — {b^ — b^) cos -X — (^a — ^t) ^®* S* — • • • 
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eiuen eifdllioben Werth habeo muh. NenseQ wir den ktslereii B, so 

ist jetzt 

Liin 5- ^ — 

1 
2 «« r ^ 

also Lim iS^ eine eiidlicbe Gröfse , wenn nicht o: =. 0, :t Sji;^ ;f: ^* ^t^* 
Die Reibe (8) muCs deinna^h, die genannten Fälle ausgenonmen , conrer- 
giren, ist aber a: = 0, oder = + 2je, j: 43i|f etc., so redozirt skb die 
Reihe auf Nnll und convergirt also noch ^ man kann daher das Theorem 
aufstellen : 

Wenn die positiven Gröfsen b^, b^^ 6, etc« eine ins Uncndticbe 

abnehmende Reihe bilden, so ist die Reihe 

b^ sin 3F -\- b^ sin ^x '\- b^ sin^v -^ . , . 

jederzeit convergent. 

Für X =:it — z ergiebt sich hieraus noch der Satz: 

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die Reihe 

b^ sin s — b^ sin%z -|- b^ sinS* t- • • • 

gleichfalls jederzeit convergent. 

So ^ebt z. B. aus den entwickelten vier Theoremen auf der Stelle hervor, 
dafs von den Reihen 

cos X ■, e«s ix j^ cos 5x ^^ cos 4* ■ , 

___ + ^-3— -i 3— T ~T~ + • ' • 

<;os X cos 2 j: , cos 3x cos 4ar . 

sin X 1^ sin^x -^ sin 3* ^ ^in kx , 

~1 i 2 "" ~~5 *" ~~4 *" ' * ' 

sin X sin 2x ^. sin Sx sin kx , 

die erste für alle x cmvergirt , die nicht = Q oder gieick eiBen geraden 
Vielfachen von » sind, dafs foriier die zweite «onvergirt., wcmi x kein 
ungerades Vielfaebes von n ausmacht und dafs endlich die beiden letzten 
Reihen jederzeii convergiren. 

III. Un ein gröfseres Beispiel von der Prüfung einer Reihe hin- 
siebtUeh ihrer Convergeuz oder Divergenz zu habe», bei welchem die 
haupIsäcUicbsten Crtterien Anwendung foden , wollen wir. die folgende 
Reibe belniebten^ 



deren allgemeines Glied durch die Formel 
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„ _ >*(>* — «)(>' — «) ••• (>* — «-<) . 

Um SSS ■■ ' X 

dargcslelll wird, uod worin wir fi und x vor der Hand als völlig willkühr- 
liche Gröfaen ansehen. 

Zunächst ist klar, dafs, wenn ^ eine ganze positive Zahl bedentel, 
die Reihe endlich wird; denn es murs dann unter den Differenzen ft — I, 
H — S, ^ — 3, ... nothwendig eine vorkommen, die =0 ist; sobald 
diese Differenz eintritt, verschwinden alle Glieder, welche sie als Fak- 
tor enthalten, d. h. die Glieder, die or^'+S a:'*"*'^ etc. als Faktoren be- 
sitzen. Für jedes andere fi dagegen wird die Reihe unendlich und wir 
haben daher behufs der Convergenzuntersuchung vorauszusetzen , dafs fi 
keine ganze positive Zahl sei. 

Ziehen wir den Quotienten u^^ : u^ in Beirächt, wobei 

_ f^(f*— (f* — g) ' - ' (fi — «— 1) ((i — n) ,^./ 

"+» ~ i . « . 3 »(«+1) 

sein würde, so ist 

I 

Hier giebt das negative Vorzeichen zu erkennen , dafs die fragliche Reihe 
früher oder später einen Zeichenwechsel erhält, sobald, x als positiv aoge- 
nommen wird, was wir nachher genauer erörtern werden. Nach den 
unter No. I. dieses Paragraphi^n gemachten Bemerkungen convergirt oder 
divergirt nun die Reihe, je nachdem der absolute Werlh von x weniger 
oder mehr als die Einheit beträgt; man bat also 

Convergenz, für 1 > a: > — i, oder ar* < 1 
Divergenz für x > 1 und x < — 1 , oder o:* > 1 . 

Es bleibt nun noch der Fall zu erörtern, in welehem der absolute 
Werth von x der Einheit gleich {x^ = i) ist, und hier müssen die Un- 
tenckeidiMgea ar sa -^ i und a: = -r^ I gemacht werden» 

Sei wMk erstiifih o: =s *{^ | ,« so* geht die Reihe (iS) beipositiven ^ 
m die folgende übers 

(^5) ^ + 1 + -J72- + — rrr:5 — + ; 

und da fi der Voraussetzung na^ .keine gaiMBe poritive Zahl ist,' so giebt 
es immer zwei auf einander folgende Zahlen m -— I und n^^ zwiscbea de* 

nen fi enthalten ist, so dafs fi — m — 1 noch positiv, (»•«^•m dagegen 
negativ ausfallt.' Die obige Reihe läfst sich jetzt in folgender Form 
darstellen: 
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fi(fi — J) (ja — 2) ... (ft — gl — 1) (m — f*) 
1 .*8 . 3 . ... m(m^ 1) 

. f*(ft — i) ■ » » (ft — mll^T) (m — fi) (m-f 1 — f*) 
•"* 1.2. ... m(»i -|- i) (»I -f- 2) 

so dafs von einer gewissen endltcben Stelle an ein Zeichenwecbsel ein- 
tritt. Bezeichnen wir die jedenfalls endliche Snnune der (m 4- ^^^^n 
Glieder mit S^^^^, so ist die Reihe 



fi(fi—i)...(jfi—m—i ) r _ w— fi . (»f— ft)(»i4-i— ft) "1 

■^ 1.2....m ^L wz + l ■ (»»H-^)('« + 2) "J 

und es wird nun die ganze Reihe convergiren , wenn diefs mit dem einge- 
klammerten Theile der Fall ist. Das Letztere findet aber sicher statt, 
weil schon die Reihe der absoluten Werthe 

I ■ m^iA {m—(i)(m-^i — fi) , (w — |ü)(m 4-1— fi )(i w4-2—ft) . 
^'T^m + i^ (»i-f-1)(m+2) "* (m4-l)(/«-f-2J'(w"IF35 ^"* 
convergirt, wie man aus dem Resultate 

ohne Weiteres schliefst. Die vorhin eingeklammerte Reihe convergirt 
demnach iur alle positiven fi und ebenso ist diefs jetzt mit der Reihe (15) 
der Fall. Wäre dagegen ^ negativ, etwa fi = — A , «o würde sich die 
Reihe (15) in die folgende 

,,.. , X A(A-hl) X(X+l)(l + 2) 

v^rwanriein, welche nur für X< 1 <c«iivergiren kann, weil MfMfdsm 4ie 
Olieder entweder tämmtltch gleich werden , öder eine steigende Reihe hii^ 
den würden. Dafs sie aber in der Thal avob für jedes Sehft gehrocAeoe 4 
convergirt, erkeMU man leicht doreh Zusanmenaiehnng je zweier Naoh- 
barglieder; es wird nSmiieb^No. (14) gleich 

«-')i<+^^+ '"+:'.".?-A"+'' +-i 

imd diese Rieihe convergirt -für 1 >il zufolge dea in §. 52. entwickelleB 
TheorMieB. — Die Reihe (15) convergirt demnach für alle positiveii ,jü 
«id sofehe negative fi, deren absoluter W*erth weniger als die Einheit be- 
tritt, was' durch esc > u > — 1 angedeolet werden möge. 
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Isl zweitens in No. (IS) ;r = — 1 , so eigiebt sich die Reihe 

(16) l_- + __ __- +... 

Fär ein positives ft, welehes zwischen iH-^i und m liegt, kann hier eine 
ähnliche Theilang der Reihe , wie vorhin , veranstaltet werden und man 
erhält, die Summe der an.-^- 1 ersten Glieder mit S^^^ bezeichnet, 

, ft(ft— l).,.(ft— w— 1) r , m— fi , (m -ii) (m'\'i—(i) . "1 

wo die eingeklammerte Reihe convergirt, wie wir schon vorhin bemerkt 
haben; die Reihe (15) convei^irt demnach für alle positiven (it. Für ne- 
gative fi ?;= — A dagegen wird ans (15) 

Ä Xa + l) , X(X+i)(X + 2) , 

und diese Reihe könnte nur für A < 1 convergiren , weil aufserdem die 
Glieder gleich werdeh oder steigen würden. Aber auch für i< 1 conver- 
girt die Reihe nicht, denn aus §. 32. findet man 1 -^ A> 1 als Conver- 
genzbedingnng , die hier, wo A als positiv gilt, unmöglich wird. 

. Alles Bisherige zusammengenommen giebt folgende Bestimmungen: 
Die Reihe 

^1 ^ 1.2 *^ 1.2.3 *-r- 

welche unter der Voraussetzung eines nicht ganzen positiven f* ins 
Unendliche gehl, convergirt für jedes /i, wenn 1 >ii:> — 1 ; für 
a: = -4" 1 dagegen mufs -f- do > x > — 1 und für o: = — ^^ 1, 
•4* oo > fi > sein, ,wjenn nicht die Divergenz eintreten soll. 

§. 34. 
Die Addition und Multiplikation uaencUicher Reihen. 

Wir haben früher angedeutet, dafs es eines der wichtigsten Geschäfte 
der Analysis sei , unendliche Reihen »zu summiren ; diese Aulj^ab^ kann 
natürlich nur dadurch gelöst werden , dafs man mit den fr^^eben Reihen 
verschiedene Recbnungsoperationen vornimmt^ wobei auch der Fall ein- 
treten kann, dafs man onendliohe Reiben zu addiren oder zn muitipIiziFen, 
oder sonstige Hülfsmittel des Calcüls auf sie anzuwenden hat. Bevor wir 
aber derartige UntersuohuBgen« anfangen , haben wir die Frage zu beant- 
worten, mit welchem Rechte man solche Recbnungsoperationen mit on- 
endtichen Reihen vornimmt und wie weit die Befugnifs dazu reicht. Diese 
Frage ist defshalb nothwendig, weil uns die Arithmetik blofs mit endUchen 
bestimmten Gröf$en oder Polynomen von endlicher filfederanzahl reebnen 
gelehrt hat, hier abiN* Ausdrni^e, welche ins. Unendliche fortlaufen, s dem 
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Calcül uDterirorfeD werben sollen, itod weiten Wir Jene Frtige unbeant- 
wortet lassen, so träfe die Analysis der Vorwarf einer willkührlicben Ans- 
iebnitng rein arttboietificlier Rechnongsoperationen , die vielieioht in man- 
eben FSlIen zu höchst widersinn^en Resnltalen fihiiea könnt«^ 

über die Befugnifs nun , mit unendlichen Reihen nach den Regeln 
ider Arithmetik zu rechnen, haben wir Folgendes zu beiherken. . Affe bis- 
herigen Rechnungen beschäftigten sich mit Gleichungen und selbst da, wo 
Ungleichheiten eing^ffihrt wurden, geschah diefs nur zur Ausmittelung von 
Gränzwerthen , welche sich zuletzt doch wieder in Gleichungen ausspra- 
eheij. Es Kefse sich wohl auch eine Analfsis denken, die es mit unbe- 
stknmteren Beziehungen, etwa Ungleiehheiten, Ähnlichkeiten u. dei^l. zu 
thun hätte, aber sie würde nur Ton untergeordneter Bedeutung sein, da 
man in das Wesen der Gröfeenverknüpfungen offenbar durch Gleichungen 
die klarste Einsicht bekommen mufs. Qhne also die Versuche, welche 
von so schwankenden und untergeordneten Standpunkten aus gemacht wer* 
den könnten* und gemacht worden^ sind , weiter zu beachten , wollen ^ir 
uns jetzt nach den Rechtstitein umsehen, unter welchen die Rechnung mit 
unendlichen Reihen erlaubt ist. 

Zuerst erhellt, dafs wir die divergenten Reihen aus analytischen Be- 
trachtungen ganz ausschliefsen müssen ; denn da unsere Analysis sich mit 
Identitäten beschäftigt und' divergente Reihen keiner bestimmten Gröfse 
gleich sind, sondern sich dem Rechner unter den Händen beständig än- 
dern, so mufs hier jede weitere Betrachtung aufhören; alle fernere Rech- 
nung' mit ihnen wurde sich nur auf die völlig unerwiesene Hypothese stü- 
tzen, dafs hier die arithmetischen Regeln noch anwendbar seien. So 
bleiben uns allein die conversfenten Reihen und bei diesen lassen sich die 
Umstände, unter welchen man mit ihnen rechnen kann, leicht ans der 
Lehre von den Gränzen herleiten. Wir haben nämlich folgende Haupt- 
sätze : 

I. Das Aggregat zweier convergenten Reihen ist selbst eine con- 
vei^ente Reibe und ihre Summe gleich dem Aggregate von den Summen 
der gegd[)enen Reihen: Denn wenn 

^n — «o + "i + a« + • • • + "« 

ist , worin P^ und Q^ Funktionen von n sind, welche sich für wachsende 
n endlichen bestimmtep Gränzen nähern, so ist 

41^ «?o + »0 4- «i + t'i +••• + »• + »• 

folglich durch. Übergang zur Gränze für unendlich wachsende n 
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I 

«o + »o + «1 + •'j +«*•+»« + •• • » 

d. b. gleich einer endlicheD Gröfse , mitbiii die JRjeiiie Unks coovergeiil imd 
ihre Summe = Lim P« -f- Lifli Q« ^ was behauptet wurde. Der S^tz 
gilt übrigens al%enieiner für jede endliche Anzahl gegebener Reiben, 
wie man unmittelbar aus dem Theoreme 

= Lim P^ ± LimQ^± ...± Lim 7, 
erkennen wird. 

II. Das Produkt sweier eonvergenten Reiben mit lauter positiven 
Gliedern^ bildet wieder eine convergente Reihe, ihre Summe ist das PrcK 
dukt aus den Summen der gegebenen Reiben. 

Um eine bequeme Übersicht über die Parüalprodukte der JMiiltiplika- 
tion zA haben, wollen wir die beiden Reiben nach Potenzen einer belie- 
' bigen Gröfse x fortgehen lassen und' setzen 

(8), e.« = *o + *i *+>.*» + ••• + *«*•" 

Das Produkt von beiden Reihen ist: 

«0*0 + («0*1 +«4*o)* 
+ (»0 ** +«!*!+ «'«*o) ** 

+ 

(?) +(«0*.« + «l*.— . -f ••• + «.— ,*!+«. A)*" 

+ («1 *.« + «• *..-. + • + «..-. ** 4- «,.*,)**"*' 

+ • • 

Bezeichnen wir S^^ die Summe der n-^ \ ersten Glieder des Produktes^ 
also 

W '^«« = «0*0 + («0*1 +fli*o)^+(«o*« + «i*i +««*o)** + --- 

• • • + («o^« + «i *si^, + • + 0*11-.,^ + ^n)*^* 
so ist • . , 

weil P^^^Q^n aufser dem, was in S^^ ^^^^ findet, noch die Glieder mit 
x^^\ x^^^y ... a:** enthält, welche positiv sind, da alle Gliedier der 
Reihen (1) und (2) positiv angenommen werden. Multjplizirt man dage- 
gen die Reihen 

(6) ^n = «0 + «1 ^ + «2^* + • • • + «fi^* 

(7) ^n == *o + *l^ + *«^*+-+*it^* 

welche n Glieder weniger enthalten-, als die in (1) und (2) , so erhält man 
als Produkt« 
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«•*o + («o*i+«i*o)* 

+ <««*« + «1*1 + «« *o) ** 

+ • • 

+ <««-.*• + «.*»-.)*"•"' 

und aus der Vergieichu'ng desselben mit (4) ergiebt sieb 

(«) *,. >^.e. 

Es ist also zusammen üit (5) 

Lasseo wir .nun » ins Unendliche wachsen, so werden die mit P,^ uad 
P»9 Q«» und Q^ bezeichneten Reihen zagleich unefidlicbe; bezeichnen 
wir ihre Summen mit P und Q, welches hier wegen der Convergenz je- 
ner Reihen endliche bestimmte Gröfsen sind, so ist 

Im P^^ = Lim P^ = P 

^«-^ Q^n = LmQ^ = Q 

Die äufsersten Gränzen in der Ungleichung (9), zwischen denen S^^ 

liegt, rücken also dann immer näher an einander und es mufs folglich sein : 

LimS^^^PQ 
d. h. die Summe der Reihe (4) ist endlich, Folglich die Reihe convei^ent 
und ihre Summe gleich dem Produkte der ihre Faktoren bildenden Rei- 
hensummen. 

Hörten die Reihen (i) und (2) nat ungeradstelligen Gliedern anf, 
d. b. wären sie von der Form 

«• -»-««* + «.«' + • • + «,.'" + «..H.. + «""^ 
*<» + *»*+ *««* + • + *..*" + K^, + *"*' 

so bezeichne man sie mit 

und setzt diefs in dem vorigen Beweise für P,« und Q^«, so reduzirt 
man diesen Fall auf den vorigen und kann nun allgemein sagen : 
Wenn die unendlichen und convergenten Reihen 

(10) «0 + öi*4-««** + «3*' +••• 

nur positive Glieder enthalten, so ist ihr Produkt identiaeh mit 

(i«) «0*0 + («0*1 +«i*o)^ + («o*2+«i*i +««*o)^* + • • 

und das Produkt ihrer Summen gleich der Summe dieser neuen Reibe. 

In diesem Falle also ist die Multiplikation nach den Regeln der Arithmetik 

geradezu erlaubt. 

Die soeben geführten Schlüsse finden aber gar keine Anwendung mehr, 

wen^ die Reihen (1) und (3) auch negative Glieder enthalten. Denn in 

diesem Falle kann man nicht sagen,, dafs S^^ <Pt^Q<in ^^i? weil die 
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Glieder, welche P,« Q,« nebr ealbib, ab S^^ ziuanineB so viel Nega- 
tives geben könnten, dafs P,« Q,« gittch oder gar kleiner als S^^ wörde 
und ebenso wenig könnte man behaupten, dafs S^^ > P^ Q« sei. — Sind 
die Glieder in den Reiben (10) und (11) mit wechselnden Zeichen verse- 
hen, also a^, a^, a^ etc. positiv, a^, a^, a^ etc. negativ und besitzen 
diese neuen Reihen 

(13) a^ — tf,jr-f-fl^jr* — «,jr'-|-... 

(14) Ä^, — ÄjX-i-*^x«-*,jr»+... 

die Eigenschaft, convergent zu bleiben, wenn man ihnen durchaus positive 
Zeichen giebt, so läfst sich die Sache leicht entscheiden. Denn in die- 
sem Falle ist die Reihe (12) convergent, folglich ist es um so mehr die 
folgende 

■ 

(15) Äjj^o — K*i+öi*o)^ + («o^«+«i*i +«a*o)^^ — ••• 
welche das Produkt von (13) und (14) ist, mithin gilt dann der Satz noch. 

Haben dagegen die Reihen (13) und (14) die Eigenschaft, divei^ent 
zli werden , sobald man die Glieder auf ihre absoluten Werl he reduzirt, 
so läfst sich auch die soeben gemachte Betrachtung nicht anwenden, also 
nichts beweisen. In der That erleidet dann auch der Satz Ausnahnpen, 
wie man aus dem folgenden Beispiele sehen kann. 

Multiplizirt man nach der gewöhnlichen W^eise die Reihe 

1 1 11 

(«) 4-- ^ + ^--ri+- • 

V^l V"2 V^3 V^4 

mit sich selbst, oder was das Nämliche ist, nimmt man die Reihen (13) 
und (14) gleich der vorstehenden und :r = I , so erhKlt ihian 'liir die Reihe 
(15) die folgende: 

V\ VV^2 VV V3 V^2 . 2 VsJ 

■~ l"^-- -f ~ '— -f -^ + -:p-.\ + etc. 

^V^4 VI3.2 V^2.3 V^4/. 

deren allgemeines Glied , abgesehen vom Vorzeichen , unter folgender 
Form steht: 

V'n V^(« — 1).2 K(«— 2)3 V^2(« — 1) V« 

in welcher man sich die einzelnen Summanden dadurch entstanden denken 
kann, dafs man in dem Ausdrucke 

(18) • -r 1 



V(H—P) (p+n 
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Ür p <l«r Reihe mmtk % i^ % . . . n — i setzt. Nun iftt Atr iminer'^) 

Denn man setze p = — - — + g, wo nun q jede beliebige Gröfse be- 
4i€iiten ka&D, so eriiält mao 

also in jedem Falle weniger, als wenn (man p =r — -— g^setst Mlle, 

wodurch I —~-r- j herausgekommen sein würde. 
Aus der Gleichung (19) folgt nun 



(n—p){p+i) 
mithin 



> 



^(n — p) (p-ti) 

folglich für j> == 0, 1 , 2, ... n — 1, 



U + ij 

TT 



1 — 1" 4 + 4 r "• + 4 + T 



1 -| 

n 

Hieraus erkeaoi miiD, dafs die absoiulen Werthe der eiiixelnen in der 

Reihe (17.) eiit^ltenen Glieder beständig wachsen und dafs dieselbe, weim 

1 
n ziemlich grofs ist, wo man - weglassen kann, von dem nten Gliede 

an ungefähr ebenso divergirt wie die Rdhe 

^2m — V^2«-f2 4- V^2« + 4 — V^2«-f 6 +... 
Gleiebwohl war die Reihe (16) oeüvergeat, aber sie würde eine, diver- 
fwle gelieCort haben, wenn man. die eiozelDeti Glieder säMatUch poailiv 
feBonmea hätte. 

*) Man findet diefs leicht, M^enn man die Sache geometrisch betrachtet. Man 
denke sich' n-^p und p -{- 1, worin p gaas bdielng sein kaan, als Seiten eines Recht- 
edj, so ist (n — • p) (p -f' 1) sein Inhalt, nnd n — p-f-P'l-l^an-l-l sein Umfang, 
welcher hier vä Bfzug anf p constant ist. Unter allen Bechtecken von gleichem Um- 
fange hat aber das Quadrat den gröfsten Inhalt; für dieses sind die Seiten gleich, 

„ j 

«4«r .n -r> p «BS p -f- 1 , woraas fiilgt p j/^. — ^. Dieser Werth von p gtebt also das 

Maximum des Ausdracb (ii'-^p} (p-f>-l) an. 
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Man Uottte gltobeo, 4ie eben gezeigte sonderb«» BraeheiMiug Mi 
ein Beweis dafür, dafs divergente Reihen endliche Snmmen haben könn- 
ten , und könnte in unserem Beispiele das Quadrat der endlichen Gröfse, 
welche die Summe der Reihe (16) ist, für die Summe der divergenten 
Reihe (17) ausgeben wollen. Sieht man aber genauer hin, so wird man 
im Gegentheil gewahr werden, dafs dieser SoUnfs unrichtig and die gasze 
Rechnung nur ein Beweis dafirist, dals pan Rechnungsoperationen, die 
für endliche bestimmte Gröfsen gelten , nicht ohne besondere Vorsicht aaf 
uaandlich fortlaufende Ausdrücke anwenden darf* 

Das vollständige Produkt der als convergent vorausgesetzten 
Reihen 

(20) tf^ -|- fl^o: + fl^ar« + n, jr« -f . . . 

und ' 

(21) ^0 + ^I*+ *2** + *3*' +••• 

wäre nämlich 

(22) «0^0 + «0*1* +«o*«**+«o*3*' +• • 

-\- a^b^x -|- a^d^x^ -|- «j b^x^ -|- ä j ^,' ar* -}- . . . 

-{-a^b^x^ + ^2*1*' +S*a** + «2*3** +••• 

+ «3*0*' + «3*1** +«3*2** +«8*3** +••• 
+ • • 

und diefs giebt in der That immer eine convergente Reihe, sobald man 
die Glieder in horizontaler oder vertikaler Richtung zusammen- 
nimmt. Aber so ordnet man die Glieder nicht; man bringt sie in dia- 
gonaler Richtung zusammen, indem man immer diejenigen Glieder sucht, 
welche gleiche Potenzen von x enthalten. Diese Anordnung ist es, 
welche den Fehler herbeiführt. Man nimmt gewissermafsen iamier nar 
die eine durch die Diagonale abgeschnittene Hälfte von dem Quadrate, 
welches die sämmllichen Glieder des Produktes bilden und bekümmert sich 
um die andere Hälfte nicht. Wird nun diese immer kleiner, je weiter 
man mit der Diagonale herabrückt , so fst eine sblefae Auordnimg eriaubt, 
wird sie aber immer gröfser, wie in unserem Beispiele, «e ist dicae An- 
ordnung falfleh, >w«fl sie vemachMsjrigt, was ntoht vemacMüfBigt werte 
darf. Man kann diefs auch so ausdrücken : Das Aggregat der CMte da r ia 
(22) ist das vollständige Produkt der Reihen (20) und (21), die Reihe 

«0*0 + («0*1 +«i*o)* + («0*2 + «r*i + «•*3)** +• • • 
dageg<^n nur das unvollständige Prodriit; dieses kann jenes vertreten, 

wenn das, was zur Vollständ%keit fehh, immer kleiner wird, wie unter 

den oben angegebenen Umständen ; das unvollständige Produkt darf aber 

nicht an die Stelle des voHständigen gesetzt wierden , wenn man nickt van 

der beständigen Abnahme der Ergänanag iiherzeagi iat. 
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Die Grao^werthe bei anendlichea Reihen. 

Wir buken irüber Msdrfieklioh bemerkt, iah der Stdx 
Lim [(Piix) + (p^(x) + fp^(x) 4* ... 4, 9^(jr) 
=^ //ii» 9>i<:r) 4* Liiw fp^i^) 4- ^1^ <Ps^*) + • • • 

. . . -^ Lhn fpinix) 
worin sieh (las Zeichen Zim auf eine Verändening des x bezieht , zwar 
für jede endliehe Anzahl m von Funktionen , aber ohne Weiterem niebt 
für eine unendliche Menge derselben gilt; wir wollen jetzt diesen Aoamib* 
mefail naher betrachten. 

Zunächst ist klar, dafs die unendliehe Reihe 

als convergente vorausgesetzt werden muf$, weil aufserdem die ganze 
Betrachtung selbst keinen Sinb haben würde; sind nun a, ^ a^, a, , ... 
die Grinzen, denen sich die einzelnen Glieder 9^(0:), g>^{x)^ 9s{^)^ ••• 
bei der Veränderung des x nähern, so sei wie früher 

und hier sind d^, d^, S^^ ... Gröfsen, von weldhen nur die eine £i- 
geoscbaft bekaaol iat, dafs sie der NuU beliebig nahe gebracht werde« 
köQneii; ea wird jetst 

(i) 9»i(«) + 9^^M + 9s<«) + • • • 

= «i + «« + «8 + • • • 

und hier sind zwei Fälle zu unterscheiden, ob nämlich die Reihe der 
Gränzwerthe ^i 4- a^ -f~ ^s ~h - * * divergirt oder convergirt. ^ Fände 
•das Erste statt, so mufs auch die Reihe ^1 -f- ^s -|~ ^9 H~ • • • divergiren, 
weil aufserdem die divergente Reihe <>i H~ ^a "^ ^^^* ™i^ ^^^ convergen- 
iten Reibe ^1 *\^f^ Hh ^^- zusammen eine divergente Reihe geben wärde, 
was gegen- dHe Voraussetsnng streitet, dafs die lifdce Seile oonvergiraft 
«eil; wenn nun aber beide Reihen rechjtor Hand divergiren, was niebC 
bindert, dafs ihre Srnnme coovergent isf*"), m läfst sieb eeUeebleiiKnge 
niohi angebeii, was ans - 

Oj -«1^. o^ -|- dj -^ . . . • 



•^^•^^»^ 
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so conyergirt ihre Sutpine.- 
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wird , wenn säminüicbe S immer kleiner werden , und es Lann trolzdem 
diese Summe immer noch einen sehr ansehnlichen Werlh behalten. Die 
genauere Ermittelung desselben würde in jedem speziellen Falle , wo die 
Funktionen fPi{x), ip^{x) etc. gegeben said, ans den besonderen Eigen- 
schaften derselben herzuholen sein. 

Wenn dagegen zweitens die Reibe der Gränzwerlhe a^ -|- a, -f- a, 
-f- . • . convergirt , so muf^ auch die Reihe 

*i + *a H~ *3 + • • • 
convergiren, weil sie im Gegeiifalle mit der ersten convergenten Reihe 

zusammen nicht die links stehende eonvergirende Reihe geben könnte. 

Hier ist nun kein Zweifel , dafs bei forlgesetzter Abnahme aller S 

(2) Lim (^1 + Ä« + ^3 + . . = 

sein müsse. Wären nämlich sämmtliche i positiv und die Summie 

^1 "1" ^i ~l~ ^3 "I" • • • ^^^ ^ 
wo nun jedenfalls; einen endlichen Werth hat, so lasse man ^1(^)9 

9' 2(^)9 • • - näher an ihre Gränzen Oj , 0,9 • • - heranrücken, wodurch 

sich sämmtliche d vermindern und die kleineren Wertbe 1^^, j^^, ... er* 

haken mögen; es ist dann ähnlich 

«', + ^, + ^> + • . • = 9' 

und offenbar 0' < ; weil nun aber sämmtliche ö der Null beliebig nahe 
kommen können, so kann man sie auch beliebig vielmal kleiner aisibre 
ursprünglichen Werthe machen , wenn also k eine wiUkührliche Zahl be- 
zeichnet, so kann 

i , 1 1 



werden, woraas 



e'<lö 
k 



folgt. Lassen wir k ins Unendliche wachsen und berücksichtiget! , dafs 
die anranglicbe Sunune d von endlicher Gröfse ist, so erheilt auf der Stelle, 
dab die Summe d' die NuM zur Gränze hat, d. h. in Null üliei^^t, 
wenn die eineelaen Gröfsen d| , ^29 • • * verschwinden. Diese Bemer- 
kungen bleiben im Wesentlichen dieselben, wenn auch die Gröfsea 6^, 
^2 9 ^3 9 • • • theils positiv tbeils negativ sein sollten ; man kann nämlich 
in diesem Falle jedes positive Reihenglied mit einem negativen vereinigen 
und dadurch eine Reibe von Differenzen bilden , webhe sämmtlich -gleiche 
Vorzeichen haben ; nennen wir J^^ J^i • - • ^^^ Differenzen , so ist 
dann 

Oj -|- 0^ -f* O3 "T" * • . 
= ± [^1 + ^. + ^s + • • •] 
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und jetzt gilt von dieses Gröfsen J^, J^, ... wirtlich Duselbe, was 
yorbin von S^^ d^, • • • gesagt wurde. Benutzen wir nun die Gleichung 
(t) zum Giilttzettiibergange in No. (I), so folgt 

Lim [(Pi(^) + 9>«(*) + 9>3(^) + • • •] 

= ^1 + S + ^3 + • • • 

d. i. vermöge der Bedeutung von a^, a^, a^y ... auch 

= Lim q>^(x) -j- Lim fp^ix) -f- Lim q>^{x) -|- . . . 

Wir können demnach folgendes Theorem ^uEstellen: 
. Wenn die beiden unendlichen Reihen 

9>i(«) + 9>%(^) 4" 9>3(*) + • • • 
und 

Lim q>i(x) -|- Lim q>^{x) -^ Lim q>^(x) -}* . • . 

gleichzeitig convergiren, so gilt die Gleichung 

Lim [(Pi(x) + q>^(x) -f ^3(0:) + • • •] 
= Limtp^^x) -f- Limq>^(x) -|- Lim<p^{x) -|- . . . 

sie besteht dagegen nicht mehr, wenn eine der obigen Reiben, oder 

jede, divergent ist. 
Beispiele für bqide Fälle sind folgende. Nach den Lehren des vorigen 
Paragraphen convergirt die Reihe 

. sin X sin 2x _. sin Sa? sin kx ^ 
"7?" 23 I 38 "iT" + • • • 

nennen wir F{x) ihre Summe , so ist 

F(x) 1 sin X 1 «Vi 2* -^ 1 sin Sx 



• • • 



und die nunmehrige Reihe gleichfalls convergent. 

Um hier zur Gränze für verschwindende x überzugehen , benutzen 

wir das Theorem 

, . sin mx 

Ltm — : = m 

X 

es ist dann die Reihe der Gränzwerthe von den einzelnen Gtiedem: 
i i 1 1 ' 

und diese Reihe conveiprt; daher gilt jetzt die Gleichung 

(4) ^«^ -^ = li - sä + 5» ~ 4i + ' • 

Anders verhält sich die Stäche bei der Reihe 

sin X sm%x ^^sinSx sin 4af , 
1 « ^ 3 4 ~ 

deren Summe f{x) heifsen möge; hier ist zwar in 

Sehlftmilck ABalyaia I. iweite Aufl. 9 
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f{t) i 9m X i nm%9 , I mm gjr 

die Reihe rechter Hand oeoveiyent; die Reihe der Grifiuweiihe di^^em: 

divergirt, ood daher würde es unrichtig sein, wenn man 
(«) ^«11 -^ ätI — i + l — 1 + .,. 

t 

setzen wollte , wie sieh avdi später aaf andemn Wege eeigen wird. 

Es ist vielleicht nicht überflüssig, die seeben betradilelen Beispiele 
noch etwas schärfer anzusehen, weil sich geitade Uer die vorhin mit ^|, 
'•9 d, , ... bezeichneten Gröfsen näher angeben lassen und dadnrch die 
früheren allgemeinen BenerkMgeii anschaalicher wenlen. Wie schon in 

§• 9. nachgewiesen wurde , ist der Quotient — — zwischen 1 und cos z 
enthalten, man kann daher 

= 1 — A(l — casz) 

z 

setzen, wo 1 einen ächten Bruch bezeichnet; ebenso ist 

= m — 01 A(i — CM mx) 

X . 

und wenn wir diese Gfeiehong auf Hnt vorigen Beispiele Ar m r=: 1 , % 
3, . .. anwenden, so folgt 

iji(l — co*x) , i^(l — eos^x} . A3(1^-cm3x) . 
wobei il|, ig 9 lg, . • « sänuntKch ächte Briiche bedeuten; ferner ist 

(8) M=i_,4.i_i+... 

— X^W — eos x) -\- A^(l — eos X) — X^{i — co# ar) -f" • • • 
In diesen Jbeiden Gleichuqgeu ist. die jedesmalige ersle Reihe dfe Reihe 
der Gränzwerthe a, ^ a^ 5 a^ etc. und die zweite die Reihe der Groben 
'1» '«9 's ^^*9 ^^ ^^™ ersten Beispiele conireiprt die letztere Reihe 
nnd ihre Summe vecscb windet daher mit x. gleichzeitig» in dem xweitea 
Beispiele dagegen divergirt die Reihe der i und es ist defshalb. der Gränz- 
werth ihrer Summe ebensowenig als ietzlet« selbst «ngebbar. 

An das allgemeine Theopeai, au weldbm war gelangt siad, kaä^k 
sich noch eine Partie vimJPolgeiHiqgen, deren Eilieblicbk«it die späteren 
Untersuchungen darthun iWerden ; es sind nämlich folgende Bemerkiuigen 
zu mnchen« 
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I. Zwischen der Fuabiün /][<dr) und im Fuaküwm 7|(x), ^«(x), 
9),(ar), . . . bestehe die Gletchttng 

(9) fix) = ^i(4r) -f- 9>^(ar) -f- 9^a(ar) + ... 

and zwar för «lie o;^ wefehe kleiner als eine geg^ebene Gräfse £ iiftd, sit 
besiehe aber nidit mehr für xr> £9 so Mst sieh die Frage, ob die Glei« 
chung auch noch für or = | richiig bleibe, sehr leicht aof folgende Weist 
entscheiden : Man setze o: =:= | — ^, wo 9 eine beliebig kleine Gröfse be« 
seiehnet, so ffk den Voraassetzungen nach die Grleichnng 

und hier mufs die Reihe rechler Hand conyergiren, weil sie anfserdem 
keiner bestimmten Funktion /'(§ — q) gleich wäre; durch beiderseitigen 
Übergang zur Gränze für verschwindende 9 folgt weiter 

(10) f{x — 0) — Lm[ip^{^ — Q) ^ tp^i^ — Q) -\- <p^a^g) •\- ...] 

ist nun die Reihe der Gränzwerthe 

Lim 9i<| — ?) 4- ^^^ 9>2(S — 9) + ^«"« 9>8(S — ^) + • • • 
= 9>i(^) + <?«<!) + 9>3<l) + • • • 
convergent, so darf man sie statt der rechten Seite von No. (10) sobsti- 
tuiren und erhält dann 

(i2) /(l — 0) = yitf) +. <Pa(^) + 9>z(& + . . . 

'd. h. in Worten, und mit Rücksicht auf die Bedeutung von /*(£ — 0) und 

Wenn die Funktion fix) der unendlichen und convergenten Reihe 

^iW 4~ 9^2{^) ~h ^^^* ^^ alle a:<C£ gleichgilt, so besteht die 
Gleichung 

f(x) = g>^{x) 4" V^i^) + 9a(^) + • • • 
auch für .r = | unter der Bedingung , dafs die Reihe für diesen 
Werth von x noch convergent bleibt; sollte f{x) an der Stelle 
o: == I eine Unterbrechung der Continuität erleiden , so gilt von den 
beiden Werthen /*(| — 0) und /'(§ -f" ^) ^®' erste. 

II. Nach den Lehren des §. 12. erfordert die Quadratur einer Funk- 
tion einen Gränzenübiergang , es gilt daher von der durch den Buchstaben 
Q angedeuteten Operation alles Das, was wir di>en von der mit Um be- 
zeichpeten Operation gesagt haben; diefs giebt mit dem Vorigen zusam- 
men folgendes Theorem: ^ 

Aus eiaer Gidcbung von der Form 

läfsl sich durch beiderseitig^ Quadratur die^ folgende herleiten : 

QF(x) = ^yitp^ix) + ^,ftp«<JP) + J^Qfp^ix) + . . . 
und swar besteht dieselbe so faiflge , als die Reilie oonvecgiit. 

9* 
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m. Hat man eine Gteichyog von der Form 
(13) fix) = A^ H- J^x 4- ^,jr« + ^3*» 4^ . . . 

wo schon durch den blofsen Ge|)raiicb des Gieiebheitszeichens die Conver- 
genz der Reibe suppomrt ist, und gilt jene Gleichung innerhalb eines J>ei 
Null anfangenden Intervalles, also etwa von a:=:0 bis 2r = |, so kamt 
man x in Nnll übergeben lassen und erhält 

(14) m = A^ 

weil die Reihe der Gränzwerlbe sich auf das eine Glied A^ reduzirt, also 

immer conVergeul ist. Wäre gleichzeitig 

(i&) J(x) = /?o + ^1^ + ^a^* + ^8^' + • • 

so mufs aus denselben Gründen die Gleichung 

(i6) m = K 

statt finden; aus der Vergleichung von (13) mit (15) und von (14) mit 
(16) schliefst man jetzt, dafs die Identität zweier convergenten Reihen 
der Form 

(17) ^0 + ^1* + ^3*' + ^3*' + • • 

= Ä„ + B^x + B^x^ -f Ä,*» -f . . . 
jederzeit die Gleichung 

A = ^o 
nach sich zieht. Läfst man jetzt A,^ und h^ aus der Gleichung (17) weg 

und dividirt beiderseits mit x, so folgt 

VX I *+■ ^ aX "T~ A mX I ... 

= B^ 4- ^2^ + ^3^^ + . . . 

und nun läfst dieselbe Schlufsweise wie vorhin erkennen, dafs 

sein mufs. Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, erhellt von 
selbst, und so gelangt man zu dem Theoreme: 
Sind die beiden convergenten Reihen 

■■".Ck "I " JCM yX ' I ^ aX I ^Vttjb " ■ . • ■ • 

und 

für alle x gleicti , die innerhalb eines bei a: = anfangenden Inier- 
valles liegen, so finden auch die Gleichungen statt: 
Aq = Bq , A^:=z B^y A^ = B^ u. s. w. 

Finge das Intervall, innerhalb dessen die fragliohen Reihen gleich sind^ 
nicht mit x = an, so dürfte man, ohne die Gleichung zu stSren, x nicht 
in Null übergehen lassen und dann braucht auch der obige Salz nicht zu 
gehen; ^enso wenig bestebt derselbe, wenn die Reihen divergiren, denn 
nian kann in diesrai Falle nicbi allgemein behaupten , däfs sich die Reihe 
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Äff -f* ^1^ 4* ^s^* + c^^- *vf ^1^1* erstes GUiNl refesirt, sobald x in 
Null übergeht. 

Die Dc»ppelrpihen. 

Uoler einer Doppdreihe, oder, wie man öfter sagl^ «iner Reibe uä 
doppeltem Eingange, versteht man ein Aggregat von Gliedern, weMle 
MM5h folgendem Schema KusammetigesteUt sind: 

(«) «o + «. + «t + «s + • • • 

+ «o + «1 + «4 + «3 + • • • 

+ «« + « I + «« + «B + • • • 

das allgemeine Glied einer solchen Reihe würde durch das Symbol 

dargestellt werden , worin m and n ein paar ganze positive Zahlen sind, 
von denen man m den oberen nnd n den unteren Index nennen kann. 
Nimmt man eine endliche Anzahl von Gliedern aus dem Schema (1) her- 
aus, etwa 

(2) «0 +«1 +«. +• •• + «»-! 

+ «« + «I . + «j + • • • + ««-. 



so ist die Summe derselben jedenfalls eine endliche Gröfse, sobald die ein- 
zelnen Reihenglieder selbst endliche Gröfsen sind, und in so fern jene 
Summe eine Funktion von m und n sein inufs , wollen wir sie mit 






bezeichnen. Die Summe der unendlichen Doppelreihe (1) nennen wir 

Dasjenige, was aus «^""^ wird, wenn man die ganzen Zahlen m und n 
gleichzeitig ins Unendliche wachsen läfst und hierbei ^ind offenbar 

zwei Falk möglich, entweder nämlich nähert sich s^^^ unter den angago«* 
benen Umständen einer bestimmten Gränze S oder es ist eine solche feste 
Gränze nicht angebbar, sei es nun, weil sie im Unendlichen liegt oder 
weil sie überhaupt unbestimmt ist, wie z.B. Um sin (mx -^ ny). Im 
ersten Falle nennen wir die unendliche Doppehreihe couvergenl und S 
ihre Summe, im zweiten Falle heifst die Reihe divergent und besitzt 
keine Sumnle.* Die Verhältnisse der Convergenz und Divergenz gtstdlen 
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rieb hier so eigenthämBcb , dtfs sie einer besonders gentuen Vntersa- 
chuDg bedürfen. 

I. Setzen wir die gegebene Doppelreihe ak convergent voraus, so 
mufs jede einzelne einfache Reibe, welche man aus ihr herausgreifen kann, 
selbst cpnvergiren, weil sie einen Bestandtheil jener Doppelreihe bildet; 
daher mufs jede der eingehen uneDdlioben Reihen, welche ans den hori- 
zontal neben einander oder rertikal unter einander stehenden Gliedern ge- 
bildet ist, ebenfalls convergent sein. Bezeichnen wir mit ^"*) die Summe 
der m ersten uoendlichen Horizontalreihen in No. (1), d. h. die Summe 
der m ersten Glieder der eiofaehea Reihe 

(3) V« + «1 + «•+•• • 

+ «0 + W 1 + « « -f • • • 

+ ...... 

(jede Zeile für ein Glied gerechnet), so ist «("*) die Gränze von s!^^ für 
unendlich wiicb^ende n, und^lasseu wir in s^^^ auch m noqh uQeodlich zu- 
nehmen, S0 gebt Um s^^^ m S übei*. Bezeichnen wir auf gleiche Weise 
mit s^ die Summe der 9t ersten unendlichen Yerlil^alreihen, also die Summe 
der 91 ersten Glieder der vielfachen Reihe 

+ «1 + ^1 + "l + • 

+ «a 4- «'« + «i + • • • 

+ 

(jede Zeile für ein Glied gerechnet), so ist s^ die Gränze von 5^*"^ für 
unendlich. wachsende m; lassen wir in s^ nachher auch n unendhcli wer- 
den, so wird LimSft=:S, Diefs giebt folgenden Satz: 

Wenn die unendliche Doppelreihe (1) convergirt und s ihre Summe 

heifst, so sind auch die Reiben (5) und (4) convergent und besitzen 

dieselbe Summe S, 

n. Die soeben angestellten Betrachtungen setzten voraus, dafs die 

Convergenz der Doppelreibe (1) bekannt sei, und schliefsen von d» auf die 

Convei^enz derjenigen einfachen Reihen (3) und (4), welche entstehen, 

wenn man entweder jede Hortzonlalreilie oder jede Verlikalreifae ab Glied 

einer neuen einfachen Reihe ansieht ; es fVagt sich nun , ob diese ScUnse 

auch umgekehrt gelten , ob also ans der Convergenz der Reiben (6) and 

(4) die Convergenz delr Doppelreibe nothwendig folgt. Die zur Beiant* 
wortmig dieser Frage dienende Untersuchung ist folgende. 

Wenn eine einfache Reihe convergirt, also die folgenden Gleicbubgen 
stall ßiiden: 
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f 

5» = (/„ + CTj + r^ -f . , -f (^, 

LimSk = S 

= ^Q + ^1 + ^t + ^» +••«'« «>!/• 
so folgt durch Subtraktion 

^ — 5fc =» ih -^ ^»+1 + Qt4»a 4» ... * 
läfst mau hier k ins Unendiicbe wachsen , so wird wegeu Jjim «Stk = jS^ 

d.^h. man kann bei einer convergenten Reibe 17^ "f* ^^i 4~ ^« Hh ^^* '^^ 
Summe C4 4~ C^.«.] -|- r7j^.<2 -h ^^<^' kleiner als jode angebbare GrÖfse 
machen , wenn man nur k hidreicheud grol» wählt« . Dieso einbch« Be^ 
merkung läfst sivfa in unserem Falle auf folgende Weise anwenden. 

Aus der gegebenen Doppelreihe (i) bilden wir die Reihe der absolutes 
Werthe aller Reihen^lieder, nämlich 

W ^o +^1 +'•« +••• + '•— 1 +'*« +''iH.l +••• 

+ ^0 +^ +^jt +••• + '•«-1 +V +'•^1 +••• 

+ '•0' 4-^' +^ +... + '••-1 +'•'• +Ci +••• 



+ rT' +-r +r^r' +-' + rTl. + ^^ +/r. +-. 

+ . . 

Setzea wir voraus, dafs die einfache Reibe der Horizontalcolonnen , also 
die Reihe 

+ '"♦ + '1 +'', + ••• 

4- '•• + »-i + '•j -i- • • • 

+ 

e^imt^re, so kaaii nach 4^m ebenerwähnten Sat^e die-Sram« . 

(7) rr+rr^ + r<-> + ... 

+ 

l»ei wachsenden m kleiner als jede «ngebbare Zahl gemacht werden, und 

wenn wir also mit i eine wtllkiihrHche Gröfse bezeichnen , so kann die 

i 
vorstehende Summe unter - ^ verripg€l*t werden. Da ferner jedes ein- 



in No. (6y anter der gemaehl«n Voravceetzung aelksi eiciaeon« 
wgente Reibe bilden mufs, so kamt auch j^d« der Ssmmen 
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■* • 



^» T ''n+i T ''«+1 T • • • 
(Ö) l'C + ^Ifi + '•in-i + • •• 



r 



,("^»> :i ^c*»— >) _i j*^*) 



« 






für sich betrachtet, unter jede beliebige Gröfse herabgebracht werden, 
wenn man n hinreichend wachsen läfst ; demnach läfst sich jede solche 

Summe iteiner als r— < machen und mithin können die in No. (8) ver- 

1 i 

zeichneten GGeder zusammen kleiner als m • - — r =±: - e werden. Fü- 

'2in 2 

gen wir zu den in No. (8) enthaltenen Gliedern noch die in No. (7) ste- 
henden hinzu, so folgt nunmehr, dafs die Gröfsen: 

W . ^n + '••+1 + • • • 

'"« T '^Ä+i "■"••• 

^% V ^»+1 + , • • • 



r 



P^i) I J»-») 



II T^ '^m-i T • • • 



:(•) _■ •.("») I •.(■•) 



r 



r +'•7 H-'-r +. 



zusammen genommen kleiner als die willkuhrliche Gröfse i gemacht wer- 
den können. Das Aggregat der in (9) verzeichnetea Glieder darf nun je- 
denfalls für eine Doppelreihe gelten, von welcher eine endliche Glieder- 
anzahl = und mithin ausgefallen ist; diese Doppelreihe mnfs nothwendig 
eottyergiren , weil ihre Somme erstlich weniger als s beträgt und weil sie 
zweitens nicht eine unbestimmte zwischen endlichen Gränzen hin- und her 
schwankende Grölse (wie nnoo) sein kann,^ da sie aidi im Gegentheüe 
beliebig klein machen läfst. Fügen wir nun zu der unendlichen Doppel- 
reihe (9) die endliche Doppehreihe ^ ^ 

^ + ^ + ^ + ••• + '•»-, 

+ '•e + ''i + ^ + • + '•n-i 

+ ^ + »"j + »"^ + • + '•«-1 



hinzu, so entsteht die Doppelreihe (6) , welche nunmehr ebenftUs doftveiv 
giren mufs. Unter Rücksicht auf das in No. L bewiesene Theortei er- 
giebt ^ich jetzt der folgeude wichtige Satz : 
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Wenn die absolaten WerAe der Glieder einer vBiendlicheu Doppel- 
reihe in Horizontalcolonnefi grappirt, convergente Reihen bilden 
und wenn zweitens die ans den einzelnen Horizontalcolonnen gebil* 
dete einfache Reihe wiederum convergirt, so ist auch die Doppel- 
reihe convergent und es bleibt dann gleichgültig, ob man die Glieder 
in horizontaler oder vertikaler Richtung vereinigt. 
Dafs dieses 'Theorem sogleieb zu gelten aufhört, wenn die absoluten 
Werthe der einzelnen Glieder nicht mehr convergente Reihen liefern, 
wollen wir an dem folgenden lehrreichen Beispiele nachweisen. Die Dop- 
pelreihe sei. 

(■^ K'-O -K-l) +K'-i) -K-i) +i('-0 -• 

+K'-l)-K-0"+K-l)-iO-0'+K-9*- 

+K'-l)-K'-ö'+K'-l)"-K'-i)'+i(-i)'-- 
+ 

Die Summe der ersten Horizontalreihe ist hier, weil sich je <wei Glieder 
aufbeben und zugleich eine unendliohe Abnahme der Glieder statt findet : 

Die Summe der zweiten Horizontalreihe ist auf gleiche Weise 



die Summe der -dritten Horizontahreihe 

r 

u. s. W. Vereinigt man diese Summe wiederum , so ergiebt sich 

1 * 

— 1 g __ 1 1 

~ 2 • ] 1 ^ + i- 

Nehmen wir dagegen die Glieder der Doppelreihe erst in Vertikalcolonnen 
zusammen, so ist die erste derartige Colonne 

iB+(r+(i)'+;-3=^ 

die Summe der- zweiten Colonne 
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-i[i+a)"+Gr+ ]=-! 

Die Summe der nächsten Coloune wäre •■\' - , die der folgenden 

-1[! + (!)" + 6)* + -]=-! 

N. s. f. Durch Vereittigmig dieser Verlikalreiben el'giebi sieb 

1 «|2 S,3 4i^ 
« 3 + 3 4 + 4"'& + 5 

und dieis ist keine convergente Reihe mehr, da sie keine bestimmte Summe 
hat; hört man nämUeh mit einem positiven Gliede anf, so i^t für ein po- 
sitives ganzes k 

1 ^ I 

schliefst man dagegen mit einem negativen Gliede, so ist 

^ 2 * -f: 1 ' * 2 2 

nni die Reihe gehört demnach in die Kategorie der Reihen wie I -*- 1 -{* 
1 — .1 «l- ete., weil sie dieser immer ähnlicher wird, je weiter man geht« 
Das anscheinend befremdliche Resultat, dafs die Doppelreibe (10) bei der 
einen Anordnung convergent, bei der anderen divergent ist, erklärt sich 
sehr einfach, wenn man die Doppelreibe erst ai$ endlivbe ansieht und ihre 
Samme aufsucht. Schliefs^n wir die ei^te Horizontalreibe mit dem Gliede 



( 1 1 ab , so ist ihre Summe 

n\ nj 

die Summe der zweiten Horizontalreihe ist auf gleiche Weise 

,-(-0"-K'-^)' 

indem man so fortgeht, ist die Summe der mten Horizontalreihe 

K'-ir-K'-o' 

Durch Vereinigung dieser m endlidieu Qorizontalreiben ergiebt sich 

i[(-i) + 0-i)*+ +(-01 



l[0-i) + ('-4)'+ +(.^1)-] 



oder 



m+i 
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. (-o-(-r > (-o-(-r 

' '-0-0 ' '-(-a 

=ir(r-('-9+('-r 

und diefs ist die Summe der endlichen Doppelreihe. Um hieraus die 
Summe der unendlichen Doppelreihe abzuleiten, mufs man m und »gleich- 
zeitig ins Unendliche wachsen lassen und diefs giebt: 

1 r i\^ 

2 ^ \ nj 

1 I für gleichzeitig unend- 
lich werdende n und m eine völlig unbestiiiuaite Gröfsc ; täfftl niMi* erst H 
bei coBStasten m zunehmen, so ist 

also wenn nachher m unendlich wird 

Lm Lm [i 1 = i . 

Läfst man dagegen zuerst m bei unveränderten n wachsen, so wird 

Lim ll I =0 

mithin 

1 I :;= 0. 

Man kann ebenso leicht jcdm anderen Gcänzwerth herausbringen ; setzt 
man z. B. m -|- 1 =kn, wo k eine unveränderliche ganze positive Zahl 
bedeutet, so wäfchst m mit n gleichzeitig und es ist jetzt 

1 1 = Lm M I = e-* 

Die in No. (10) verzeichnete nnendliebe Doppehreihe hat demnach keine 
bestimmte Summe und ist folglich divergent, obgleich die einzeiifesi Hori- 
zontalcolonnen selbst eonvergiren und auch die Reihe ihrer Summen c«m« 
vergent ist; dag^en würden die absoluten Werthe der Reihenglieder nicht 
m^r convergeate Reihen liefern und ebendefshalb besteht das vorhin aus- 
gesprochene Theorem nicht mehr. 

HL Es seien P und Q die Summen der beiden convergenten Reiben 

^o + ^1 + ^2 + ^z -h ' - 

. «^o + ^1 + »2 + ^3 + • • • 
von welchen wir voraussetzen, dafs sie auch dann noch convergirei», 
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wenn man die einzelnen Glieder auf ihre absoluten Werthe reduziri; bil- 
det man die Doppelreibe 

+ «o«'« + ^iH + • 

HO ist jede der hier vorkomineuden HorizoDtalreihen convergent, und zwar 
hat die erste v^P, die zweite v^Py die dritte v^P etc. zur Summe; fer- 
ner convergirt auch die Reihe dieser Summen, denn 

ist das Produkt aus P und der als convergent vorausgesetzten Summe. 
Nach dem Theoreme in II. convergirt nunmehr auch die oirige Doppelreibe 
und darf in Vertikaicolonnen geordnet werden., d. h. die neue Reihe 



^oH 



■fT • • • 

convergirt unter den gemachten Voraussetzungen und hat PQ zur Summe. 
Es führt so die Betrachtung der Doppelreihen auf das Theorem in §. 54^ 
II. zurück. 



C a p i t e 1 Vm. 
1) a s B i n o m i a 1 1 h e o r e in. 

§. 37. 
Aufgabe der bmonuscheii Entwickelmig. 

Schon biei der geometrischen Darstellung der Funktionen wiesen wir 
darauf hin, dafs sich einige der einfachsten Funktionen zu einer etwas 
allgemeineren Funktion zusammenfassen lassen, von welcher jene spezielle 
Fälle darstellen , wir bemerkten , dafs die allgemeinere Form a-^ bx die 
besonderen Formen a-^-x, a — x und bx in sich enthalte. Derselbe 
Gedanke läfst sich noch etwas weiter ausfähren; giebt man nämlich den 

fünf einfachsten Funktionen a^Xy a — x, bx, - und xf^ die folgenden 
Gestalten . 
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so erkenot-man in üiiien spezielle Fälle der aUgemeinereD Funktion 

(i) (« + /J^r 

und es ist unmittelbar einleuchtend , dars die Betrachtung dieser Funktion 

auch zu allgemeineren Resultaten iuhren mufs, als die Untersuchung jener 
besonderen Formen. Wir stellen uns daher gleich die umfassendere Auf- 
gabe einer Entwickelung der Eigenschaften, welche der unter No. (1) 
verzeichneten Funktion zukommen. 

Der nächste Schritt zur Lösung dieses Problemes besteht in einer 
Umwandlung des obigen Ausdrucks , welche eine einfachere Form dersel- 
ben darbietet; es ist nämlich 

Diese Umbildung könnte nur in dem Falle a =?= unthunlich erscheiueSf 
aber auch selbst dieser beeinträchtigt die Allgemeinheit nicht, denn man 
kann sich die Null als Gränze einer unendlich abnehmenden Gröfse tc den- 
ken und dann gilt offenbar die Gleichung 

worin sich das Zeichen Lim auf das Verschwinden von «bezieht; es er- 
scheint demnach jener Ausnahmefall als Gränzfall und mithin als spezieller 
Fall d^ Funktion 

Näher angesehen besteht diese Funktion aus einem couslanten Faktor 
(«>^) und dem veränderlicheil Faktor 

,s, ■ . {,+ty 

der letztere ist es allein, welcher unsere Aufmerksainkeii in An^prueh 

nimmt, denn nur er bildet eine Funktion von x, während der Faktor «^ 

die untergeordnete Rolle eines unwandelbaren Begleiters spielt. Wenn 

nun X das ganze Gebiet der positiven und negativen Zahlen durchläuft, so 

, ßx 
ist diefs auch mit — der Fall; bezeichnen wir also diesen Quotienten mit 

z^ so diii*fen wir nunmehr z als die unabhängige Variabele ansehen und 
demnach ist es in letzter Instanz die Funktion 

(4) (1 + ^y* ' 

auf deren Untersuchung es ankommen würde. 



«M 
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BleibcD wir aoMchsi bei 4em eii|£fteksteD Falk $ltb4D , wenn ^ eine 
ganz^ positive Zahl m bezeichnet, so isl die Fanklioo (1-f'^)'* gleich 
dem Produkte aas m Faktoren, deren jeder =: 1 -}~z ist. Diese Moiti- 
plikatioD Üfat sich in jedem Falle nach den Regeln- 4er Bttehstabenrech* 
nnng aasführen, und zwar gäbe diefs folgende fortlaufende Rechnung: 



mk 



mit 



(1 + *)» = 

• 


1 -}-« . 


z 
mnldplizirt 


giebt 


1 + 1. 

• 


. z 


(1 + z)^ - 


1 -f 2 . 

1+^ 


, z+ i . z^ 

multiplizirt 


giebt 


1 +2 , 


, z-^ i , z^ 


(1 + z)» 


1 -1^3 . 
1 ^z 


mahiplizirt 

• 


giebt 


1 + 3 , 


, z -{- 3 . z^ -{- i . z^ 



HMt 



4- i . ;» 4- 3 . :&« + 3 . ^» -f 1 . 5* 

' f 

{i -\- z)^ = i -{-^ . js -{-6 . z^ ^ ^ . z^ -{- i . z^ 

Q. S. W. 

Aus dem Gange dieser Multiplikation erhellt zunächst, dafs die Potenzen 
von z regelmälsig aatsteigen, näfnlich von z^ = 1 bis zu einer- Potenz, 
deren Exponent derselbe ist wie der des links stehenden i -{-Zs^ dab alsa 

(5) (i -f- 4f)* = 1 + m^z 4- m^z^ -f m^z^ + • • • + w»^* 
sein ^'ürde, worin m^y m^^ m^^ . . . m^ gewisse Zahlen bedeuten, 
welche nicht von z, sondern nur von m abhängen, und die Binomial- 
coeffizienten heifsen mögen. Man bemerkt leicht das Gesetz, nach 
welchem sich diese Zahlen bilden , es spricht sich nämlich in dem folgen- 
den Schema aus, welches von dem vorigen Multiplikationsschema durch 
Weglassum^ der Potenzen von z abgeleitet ist : 



I; 1, i 



1 , 1 addirt 



11; 



I«; 



iV; 



i. 


2, 


1 








i. 


3, 


i 


addirt 


i, 


3, 


3, 


l 






i, 


3, 


3, 


1 addirt 



*, 4, 6, 4, 1 
u. 6. «r. 
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Hieriii geke« ^ie römifickeii Ziffet^n den Exfoo^sleii m m»^ zu welohcai 
üo . aebenstieiMMiden BiDomialeoefSziaiiien gehöres« Beaclilel matt, dab 
j^ vott der ZaUeiireihei wekbe addirt v^ird, m\JL dw vorbergebeodea 
idenliattfat aJkr imi eine Sielle weiter geaehoben ist, $o erkentti maa a«f 
der SieUe das Bildangsgesets der BuioiDiai4Mieffizi6nten in seiner einhck* 
ste« Fana; jeder BiaomialooefBeieat ealateiit uämlieh dureh Additioa 
zweier Coeffizientea aas der vorbergefaeadea Reibe, voa deaea eiaer lait 
ihai in derselbea Vertikakolonae aod der andere daaebea steht (z. B« 
IV^ sslil, 4* U'i)» ^^^ ^^ '^^ ^^^ ^^^^^ Regel aUgeneia ia der Feraial 
(6) , (la -f- i)^ = «t -|- »tjt^t 

aassprecben ; dieselbe besteht auch für Xri= 1 , wenn man m^ fir i reeh« 
oet, was mit Rücksicht daraaf, dafs in No. (5) zP den Coefflzieaten \ 
besitzt, ganz in der Ordnung ist; auch kann man die Formel fiir ^ = 6 
benutzen, indein man m_, (und ebenste w*_^, Tn__^ elc.) =0 setzt, was 
insofern mit der 6lei<$hung (5) übereinstimmt , als darin die Potenzen 



,— 1 



% 



-> X 



,— 3 



1_ 

^8» 



nicht vorkommen und mithin ihre Coeffizienlea Nall sein mössen. Naeh 
diesen Erörterongeti hat es keine Schwierigkeit, die folgende schon für 
sieh, versläadliche Tabelle der Biaoaiialcoeflizienten zu entwerfen: 








1 


9 


3 


4 


5 


6 


7 


8 





I 




1 








» 








II 




2 


1 














lU 




3 


3 


i 




« 








IV 




4 


6 


4 


1 










V 




b 


10 


10 


5 


1 








VI 




6 


i5 


20 


15 


6 


1 






VII 




7 


21 


35 


35 


21 


7 


1 




VUI 

1 




« 


98 


&6 


70 


bß 


28 


a 


1 



u. s« w^ 



Durch die Construktion dieser Tafel für jRjb sind wir nun zwar zu einer 
Auflösung unseres Problemes üör den Fall eiots ganzen pasiiivea £xpe* 
Deuten gelangt, aber wir werden uns bei einiger Aufmerksamkeit geste« 
hen müssen, dafs diese Lösung nach sehr maBgelhaftt ist. Dean selbst 
aligcaabea 4avan9 dab wir aach gar nkbt wissaa, wie der FaU eiaes 
nicht ganzen positiven Exponenten zu bebandeln ^äre , «o bat anaare La« 
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stifg schon darin eine bedenttade UnvoükomiDeabeil, dafs wir den Werlh 
eines BinomialeoeffizieDten niebt annitttelbar angeben können, sondern 
dafs tn sriner Berechnung die Kenntmfs der vorhergebenden CoeKsienten 
i»forderliefa ist (um z. B. X3 zn finden, teiirste man die Tabdle erst bis 
im = X fortsetzen). Die nächste Aufgabe mnfs daher sein, das Gesetz 
zu entdecken , nach welchem sich irgend ein beliebig aus der Reihe her* 
ansgegriffener €oeffizient nik ans dem Exponenten m und seinen Stellen- 
zeiger k bildet, so dafs «s nachher möglieh wäre, jeden beliebigen Coef» 
fizienten unmittelbar und ohne Rücksicht auf seine Vorgänger hinzuschrei« 
ben. Da wir schon die Tabelle der BinomialcoefBzienten besitzen und sie 
jeden Augenblick beliebig weit fortsetzen können, so ist es das Natür- 
lichste, zunächst durch Vergleichung der vorhandeoen Zahlen sich auf das 
BilduBgsgesetz hinführen zn lassen und dann eine Bestätigung dessjelben 
auf anderem Wege zu suchen , ein Verfahren , wekhes sehr häofig mit 
dem besten Erfolge angewendet wird. 

Die Zahlen unter der Überschrift sind sämmtlich = i , dafs sie es 
sein müssen, erhellt unmittelbar aus der Bemerkung, dafs die Reihe (5) 
mit 1 anfangt; es ist demnach 

Die Zahlen der nächsten Vertikalcolonne sind dem jedesmaligen Exponen- 
ten gleich und diefs folgt aus dem Gange der soccessiven Moktplikation, 
bei welcher jene Zahlen aus einer fortgesetzten Addition der Einheit ent- 
stehen, also 

in* = m. 

Die Zahlen unter der Rubrik 2 können folgendermafsen geschrieben 
, werden: 

2.1 ^ 3.2 ^ 4.3 ,^5.4 ,^ 6.5 

i=~2-, ^ = -^^ ^ = -r' *^ = -T~' *^ = -2~' • • 

und daraus scheint hervorzugehen, dafs überhaupt 

m(m — i) 
m^ = ^ 

ist. Gieht man den Zahlen der nächsten Colonne die Formen 

3.2.1 4.3.2 5 .4.3 6.5.4 7.6.5 
Ä.3 * 2.3 ' "2.3 ' 2.3 ' "2". 3 ' •' 

so schont sich in ihnen das Bildungsgesetz 

m(m — i) (m — 2) 
• 2.3 

auszusprechen. Für die unter der Rubrik 4 stehenden Coefileienleii nndifiBle 
demnaieb.die Form 
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_mim — 1) (m-^%) (i»~» 



'"*- S.S. 4 



richtig iem, uad in der Tbal passen darauf die Zahkn I , &, ll^ M ele., 
w«Ba »1=3:4) 5, 69 7^ ... gesellt wird. Denaufolge aebeini daa Btt» 
dHBgsges^s 

_ m{m — i) (ift — g) (I» — 3) . . . (m — k — i) 
Statt ZQ Ündeo «nd die Formel (5) würde demgemäfs lauten : 



+ »i (« — 4) (»i — 2) . . . (m — »i — i) ^ 
.' — z 
1 • 2 . 5 . « • r . m 

Es wäre mia iiocfa die Hauptfrage zu erörtern, ob das b]rpoth«lt8cb ange* 
nommene Bilduogsgesetz der GoefGzienten richrig ist; zu eiuer derartigen 
Controle bietet sieb folgendes Mittel als *einfacbstes dar. Man abstrabire 
ym der linken Seite der vorstehenden Gleicbnng und versuche die rechler 
Hand.stebende ihrer Form nach völlig bestimmte Reihe za snmmiren; er- 
hält man hierbei (1 -|- z)** zur Summe , so ist jenes angenommene Bit- 
dnngsgesetz das ricfatige. Um aber diesen Gedanken nicht in so be^ 
schrättkter Weise auszuführen, fragen wir allgemeiner, welche ist die 
Summe der Reibe 

^ ^ i 1.2 ' 4.2.5 ■ 

worin ft und z ganz beliebige Zahlen bedeuten. 

Diese umfassendere Aufgabe rednzirt sich bei ganzen positiven fiKm 
anf die vorige, weil dann die Reibe irgendwo abbricht. Für jede» andere 
I» dagegen verschwindet keines ihrer Glieder, die Reihe wird unendlich 
und hat nur dann eine Summe, wenn sie conveiprt. Die Bedingungen 
aber, unter welchen die Convergenz statt findet, haben wir bereits in 
§• 33 , III. entwickelt und sie dienen uns als Basis für die weitere Be- 
trachtung. 

« 

§. 38. 

Sammirnng der Binomialreihe. 

Die Summe der entweder endlichen oder unendlichen und dann als 
convergent vorausgesetzten Reihe (7) wird offenbar eine gewisse Funktion 
der beiden Veränderlichen jti und z sein; die Aufgabe, jene Reihe zu sum- 
miren, kommt. demnach auf die andere zurück, die Natur einer noch un- 
bekannten Funktion zu bestimmen. Diese Bestimmung müfste entweder 
aus speziellen Wertfaen oder aus Eigenschaften der Reihe geschehen j das 

SeUSmilek ABSlyiii I. sweita AvO« |0 
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Erste geht hier defsurege« nidit, weil "wir kei der gänzlichen Unbestimmt- 
heit des fi und z keine speziellen Wtrthe bekommen können , wir müssen 
uns ab» an die zweite Weise halte». Dadureh sdMial aine webt mtke- 
dleutes^e Sekwierigkeit m die Uvterrächmg izn geralken% «weit wir aaoli 
gar keine Eigenschaften der fraglichen Reihe kennen, die wir %m Bestim- 
mung der ihr gleichen Funktion bennizen könnten. Indessen leitet fol- 
gende Bemerkung auf die Spur mner selchen. Wenn unsere hypothetisch 
angenommene Form der CoeSzieateB die richtige wäre, se wiirde iiir fiss 
einer ganzen positiven Zahl m, die fragliehe Funktion in (1 -{-z)^ über- 
gehen müssen. Diese Funktion hat aber eine ganz charakteristische Ei- 
genschaft, näittlioh die, da& für jedes « uod ß 

ist, aas 4er sieh umgekehrt aoefa die Natnr der Panktioe be sli m m eii Kifst. 

Bezeichuen wir also mit f{m) die Summe der Reibe 1 -|- t-z -|- • • . -|-z*, 

se mufs düese Funktion die Cügeeschaft /'(e) f{ß) ss f{u -^ ß) haben, vor- 
ausgesetzt, da£s das angenommene Bildungsgeaets richtig ist. Könaten 
wir Ml« umgekehrt zeigen, dafs die Summe f{m) der fragliehea Reihe 
diese £i|penechaft habe, so wurde sieh mit Hülfe von §« 25. daraus die 
Farm der Funktion fi»^), d. h. die Summe jener Reihe bestimmeB lassen. 
Diesen Gedanken wollen wir auszuführen suchen. 
Sei also 

(*) /(f»)= i+j* + -j72— «» + jTäTj *»+... 

I 

woria z beliebig ist, sobald f^ eine ganze posiüre 2Uhl bedeutet, di^egeu 
ewiscbeu -^ i und < — i liegen mufs , wenn (i andere als pdsiUve paze 
Werttie hat. Bezeiehni»! wir die CoefBzienten der Reibe nach mit i^q, 
1^19 ^9 *^ ^^ ^^^ ^^^^ 6rö£sei\ nicht die wahren, sondern «nsere 
bypetbetisch angenommenen Biuomialcoetfiaienten bedeuten, so ist für 
jedes §aiuEe positive n, 

wodurch das Bildungsgesetz der GoefSzienten vollkommen bestimmt ist. 
Schreiben wir diese Reihen für zwei andere beliebige Gröfeen a und 
ß statt ft hin, so haben wir 

(3) /(«) = «0 -j- «1 ^ + «2 4?« -f «3 jy3 ^ . . . 

«0 = 1. «W. =^^«. 

_ß-n 

11-4-1 



A(» .= * . ß,n.i 5= r-r-I ßn 



ii 
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und iwnh Jfohiplikatioa beider fttiben 

f(a) m = « A + i^oßi + «i^o) ^ 

+ («o/^s + "iß% + ^%ßi + ««/^o) *» + ... 
Bezeichnen wir die Coeffizieoten ^i^ser neuen Reihe mit y^^ fi^ y%9 • • • 
so ist 

(6) MM = Yo + ri^ + y«^* + r«*» + • • • 

und fiir jedes ganze positive n^ 

W y« = «A + ««-i/^i + 9f^J2 + • • • + «i/^n-j + «b/*«» 
ebenso 

(7) y«+i = «iM-A + «J*i + «•-i/^» + • • • + «i/^« + ^oßfH-i 

Es gelten nun olFenbfir folgende Gleichungen: 

_ 1 ^ 



a — n — 3 , ß — 2 



_ _^ I ß — » 

« + i "^ «+i 

Mttltiplizirt man hiermit die Gleichung (i) und wsndel im ersten Gliede di 

erste , im zweiten Gliede die zweite Form u. s. f. an ,■ s« «rgiebt sich : 



I a — n — i ^ , ß—i a 

+ 



Foner ist Ür jedes ganze positiTe p 

10* 
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und diese Formel hat man hier in jeden Gliede anzarwenden Gelegenheit^ 
in der ersten Vertikalreihc für fi = a und psi^n, n — 1,« — 2, ... 
1 , und in der zweiten für fi = |3 und p = 0, 1 , 2 , ... n — 1 , n. 
Hierdurch erhält man: 

dh . • . • 

oder, wenn man die Glieder diagonal zusammennimmt, 

« + 1 ^" 

= «i.+i/'o + «nl^i + ^n-^ißjt +••• + «,/*• + «o/^iH-l 

d. h. nach Formel (7) 

und diefs gilt für jedes beliebige a und ß^ weil die ganze Demonstration 
auf rein identischen Transformationen beruht. Setzt man der Reihe nach 
9» =r 0, 1 , 2, 3 . . ., so erhält man 

ri = — ;— Yo 

y. - — ä yi - " TTa ^^ 

^ _ « + P-g , _ (« + <?)(« + <^— i)(« + ig — 2) ^ 

ys — 3 y« — jTYTs ^o 

n. s. f. 

Es ist aber yn = "o/'o = 1 • 1 ; lubrt man nun die Werlhe von j^^ , jr , , 
y, elc. in die Gleichung (5) ein, so wird 

* + -T-*+ 1.2 * T 1.2.3 * +•• 

Vergleicht man die hier stehende Reihe mit der iu (1), so übersieht man; 
dafs sie aus derselben hervorgeht, wenn |ic = a*-f-/9 gesetzt wird; ihre 
Summe ist also /'(o-f-/^) ^^^ folglich haben wir die Gleichung 
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Wir kennen aber bereits die Form derjenigen Funktion, weicher diese 
Eigenschaft zukomnii, dieselbe ist nämlich 

worin der Wertfa der Constanteii a durch die Oleichnng a =± /1(t) be* 
stimmt wird. Nehmen wir in der Oleichnng (I) |it = 1 , so wird für an- 
seren Fall a =: /*(!) =3 1 -f- z^ folgticb 

und hiermit ist für jedes fi die Summe der als convergent vorausgesetzten 
Reihe (I) gefunden. F%en wir noch die Bedingung der Convergenz bei, 
so ist 

m (i + ^r 

-^ + i^ + -rT"' + 17273 — +••• 

+ < > ^ > — 1 

wobei die Bestimmung -|- i r> ^ ^ — i üur fSr den FaD eines nicht gan- 
zen und positiven ft gilt, weil im letzteren Fälle die Reihe eine endliche 
für jedes z gültige ist. 

§. 39. 

Folgerungen ans dem Vorigen. 

Die Formel (8), welche den Namen dfs allgemeinen Binomial- 
theoremes führt, ist die Basis für eine Reibe der wichtigsten Unterso* 
chungen, die wir später durchführen werden. Für jetzt betrachten wir 
nur die nächsten Folgerungen aus ihr. 
L Nehmen wir 

bx 
a 
und multipliziren die so entstandene Gleichung 

mit a'*, 80 ei^ebt sich die aligemeloere Gleicbung 
(1) (a 4- **)'' = 

Sie gilt für alleWerthe von a^ b und x^ wenn fi eine ganze positive 
Zahl, mithin die Reihe eine endliche ist, aufserdem aber mufs die Be- 
dingung 
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tx 

4 ■••^ *** 4 

t J^ . — 3^ 1 

ä 
erfüllt sein, wenn die Gleichung (I) iiastehea soll. 

SelEt man erst bei positiven und dann bei negativen f» einmal a = I , 
6 «s rh I , ^ann azszi^ b = — 1, so entstehen &4g«Qde virr Formebi: 

^ I ^ 1.2.^ 1.2.3 ^ 

* 1^+ 1.2 "^ + 1.2.3 ' T-- 

(4) (1 + *)-'* = 

(5) (1 — «)-/• = 

mit der gemeinschaftlichen Bedingung 

1 > X > — 1. 

1 
Ais spezieller Fall ist hier noch die Annahme f* = ~ von Interesse; 

2 

man findet damit für 1 > x ^ — i , 



(6) (l+x)^ = V^l+x 



(7) 



- • + ', 


1 jr» . 1.3«» 1 .3.&jr* . 

2 4 ' 2. 46 2.4.68 "■ * " 

1 


= '-f 


(1— JT)* = Vi—X 

1 x» 1 . 3 X» 1 . 3 . 5 x* 
24 2.46 2.4.68 



(8) (I + *)-i = .-;J 



i , 1.3__ 1.3.5 , , 1.3.5.7 . 
2 ~ 2.4 2.4.6 ~ 2.4.6.8 

(») (1 - *r* = * 



Vi — 



X 



= ' + r + r^" + Hfl" + rr^" + 

Eine bemerkenswerthe Umgestaltung der Formel (&.) liefert 4ie 

X = j 

1 + * 



1 
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wo nun z jede l»eiiebi|pe positive Zahl bedeuten kann, weil dann x immer 
zu einem ächten Bruche wird $ es ergebt sich nämlich unter der Bemer*^ 
kung, dafs 

ist, die nachstehenile fomel 

HO) (1 -I- ,)/» = 

deren Brauchbarkeit darin liegt, dafs dem z der grofse Spielraum des 
positiven ZahlengebieCes gelassen ist; für ganze negative fi bricht die 
Reihe ab. 

II. Von den hier entwickelten Formeln läfst sich ein vortheithafker 
Gebranch zur Ausziehung der Wurzeln beliebig hoher Grade machen, 
indem man wie folgt, verfährt. 

Wenn aus der gegebenen Zahl Z die ntte Wurzel gezogen werden 
soll, so zerlege man Z so in zwei Theile a und b, dafs sich aus a die 
mte Wurzel ziehen läfst, oder mit anderen Worten, man suche diejenige 
nächst kleinere Zahl a auf, welche eine mte Potenz ist; man bat alsdann 



^ = « + * = «(i + i) 



mitbin 

m 



i -|- "" I* nach einer der Formeln {2} 
oder (10) behandeln; so ist z. B. 

V^i? = Vr^2 = 3 . 1/7+1 = ir . (l + H)* 
= 3 • [1 + I J - ä^ (1) + ~^ (§) - •] 

faroer «aelr No. (fO) 

»^50 = ^49+1=7. (1+^)* 

= ^ • L* "*" ä 5Ö + 2T4 V40) + äfr^ (50) + • • J 

Liegt Z nahe an der nächst graberen ZaU A, in eine mte Poteaz bUdet, 
*• ist es «rortheilbafter. 
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zo setzen, woraus 

•7z = »75 . (. - i)i 

folgt, und nun die Formel (3) in Anwendung zu briqgen; z. B« 

Man wird leicht bemeriLen, dafs nach diesem Verfahren das Ausziehen der 
Wurzeln beliebiger Grade um so leichter wird, je gröfser die Zahl Zist; 
von Vortheil sind dabei Tafeln der Potenzen der gewöhnlicben Zahlen, um 
aus ihnen sogleich a oder A entnehmen zu können. 

§. 40. 

« 

Die Eisenschaften der Binomialcoeffizienten. 

L Dafs bei ganzen positiven Exponenten zwei benachbarte Bino- 
mialcoeffizienten zusammen wieder einen Binomialcoeffizienten und zwar 
einen des nächst höheren Exponenten geben , ist bereits in No. (6) des 
§.37. bemerkt worden; es besteht aber diese Eigenschaft auch allgemei- 
ner, denn man hat 

, _ ft(ft — iXf* — 2) ... (ft — g-f 2) 

^^^t-^*-- 1.2.3 ... (« — !) 

. li((^—i)Ui — 2) ... (fi — n + 2) (ft — «+!) 
"*" 1 . 2 . 3 ... (« — !)« 

oder wenn man Alles auf gleichen Nenner . bringt, 

_ [g + ft — «-f i] ft(ft— i) (ft— 2) ... (f,—n-^^) 

1.2.3 ... n 



_ (li+i)Ui + i^i)((i'^i^2) ... (ft + l— g— 1) 

Übrigens erseheint der Satz auch als spezieller Fall des in §• SS« bewiese« 
neu allgemeineren Theoremes 

(2) (« + ft» 

= ^nßo + «n-i/'i + «»-2/^« + • • • + «i/*«-! + «0/*» 

wenn man darin a = fi und /? = 1 setzt , wodurch sich die Bjeibe rechter 
Hand auf ihre b^den ersten Glieder reduzirt. 

II. Für einen ganzen positiven Exponenten ^s=m ist die Anzahl 
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der BinomialcoefBzienteD b^giänzi , und zwar = m "|- i ; die Tafel der 
Coeffizienten läfst vermulheo , dafs die von Anfang and Ende |^eich weit 
entfernten Coeffizienten gleich sind, nämlich 

überhaupt * 

(5) w* = nifn.^ 

Diefs eri^ennt man auch leicht ans dem Bildungsgesetze der fraglichen Coef- 
fizienten; es ist nämlich 

mim-r-i) (m — 2) (m — 3) ... (m — m^ ^ "h i) 

1 . 2 . 3 . . . (wi — k) 
_ m(m — i) (m — 2) ... (k -^^ i) 
1 . .2 . 3 . . * (« — k) 
Dafür läfst sich schreiben 



_ m(w — i) ... (m — k—i)(m — k) (m — k-\-i) ... (it+l) 
"" 1.2... A(^ + i) (A + 2) ... (la — A:) 

und wenn man die im Zähler vorkommende Faktorenreihe 



(m — k)(m — k-{'i) ... (it + 2)(A-f 1) 
gegen die im Nenner befindliche umgekehrte Faktorenreihe 

(Ä-f-i) (i^-J-2) ... (m — k~i)(m-^k) 
bebt, so bleibt übrig 

mim — i)(m — 2) ... (m — k — i) 
"-'= 1.2.3...* —=«"» 

Übereinstimmend mit No. (3)* 

Für ein ungerades m ist die Anzahl der BinomialcoefBzienten gerade, 
und mithin kommt jeder Coeffizient zweimal vor; bei geradem m dagegen 
iai die Anzahl der Binomialeoefßzienten ungerade, und folglich giebt es 
dann einen mittelsten BinomialcoefBzienten. 

Von diesem mittelsten Binomialcoeffizienten gilt eine interessante Be- 
ziehung; setzen wir nämlich in No. (2) a = ß=in, so folgt 

(2«), = «««o + ««^l»! + «•-•»• + • • • + «0«« 

oder, weil ai|^ = n^, n^^^^ = Mj , »,^, = »^ u. s. w. ist, 
(4) (2n). = («o)« + («i)« + («.)• +... + («•)• 

d. h. die Quadratsumne aller BinomialcoefBzienten eines ganzen positi- 
ven Exponenten ist gleich dem mittelsten BinomialcoefliziettteD des dop- 
pelten Exponenten. 

in. Nach dem in §. 3S, I. bewiesenen Satze dürfen wir die Gül- 
tigkeit des Binomialtbeoremes auch für die Fälle x = 4~ ^ ^^^ ^ = — ^ 
in Ansprach nehmen, sobald die Reihe noch <;onvergiri; so erhalten wir 
ans Formel (2) des vorigen Paragraphen für or = -f- ^ 
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(&) t^ = f*o + f*i + ^« + f*i + • • • 

und diese Gleichung für jedes ganze positive fi, anfserdem aber ist sie an 

die Bedingung 

oo > I* 5^ — i 
gebunden. Ebenso leicht ergiebt sich für or = — 1 

W = ^o — f«i + f*a — f*3 + • • • 

gültig für jedes ganze positive fi und sonst unter der Bedingung 

Die Gleichung (6) besteht, wie auch die angegebene Bedingnng sagt, für 
fi = nicht, denn es ist dann 

{l_jr)*> = I 
und diefs gilt für jedes x, also auch für ar= — 1; dasselbe giebt die 
Reihe (6) , indem sie sich für fi ^ D auf ihr erstes Glied 0^ = 1 reduzirt. 
Nicht ohne Interesse ist es, die etwas zusammengesetztere Aeihe 

»«"«« — (« + ^)n^n+i ■+•(» + 2)||»t^ — . . . 

ZU betrachten, in welcher m und n ganze positive Zahlen bedeuten mögen; 
sie bricht ab , sobald einer der Indices von m selbst = m geworden ist. 
Schreiben wir nämlich die Reihe in der. Form 

«O»*« — (« + *)l»«fM-l + (* + *)«"'fl+2 — • • • 

setzen für n^, (n -|- 1)^, (n -f" 3)« 9 • • • ^^^^ Werthe und drücken 
^•4-1 ' ^iH-8 9* * ■ * durch m^ aus, so finden folgende Beziehiu^gco statt: 

»0^» = (^ — »)o'"« 

/ _Lj\ n-\-i m — n m — n . . 

(«-f-i),m^^ — — j — • "TTi • '*» ^^ — i — * "*» ^^ ^^^ — ^/i"*« 

{«+^).«.H.. i72 • („+i)(„458) • «• = <*^— ).«• 

u. s. w. 
Die fragliche Reihe nimmt jetzt folgende Gestalt an : 

[(w— n)^ — {m — n)^ 4» {m — n\ —...]»«» 
und die Summe der eingeklammerten Reihe ist Null für m^ii:^ dagegen 
Eins für m = 9{. Diefs giebt zusammen folgenden bemefkenswerthciii 
Satz: Die Summe der Reihe 

191 Nnll, wenn die ganzen })ositiven Zahlen m nnd n von einander ver- 
schieden, dagegen Eins, wenn sie gleich sind. 

IV. Analog Uly bezeichnet l^| den jiten CoefBzienten , welcher 

|M 

zum Exponenten — - gehört. Derselbe ist 
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Miikiptt2irl maa Zähler und Nenner mit ^^ , so erbäh man leicht 

(s^ (^\ »^(^^ — ^) Qw — 4) (m — 6) ... (m — g;y-|" ^) 

Wp ~ S . 4 . 6 . . . (2p) * 

Von diesen Coeflixienten halber Exponealea gelten mehrere sehr oMfet«- 
wärdige Relationen, welche auf folgende Weise entstehen. 

Sei fi eine ganz beliebige' Gröfse, n eine positive ganze' Zahl und fof- 
^nde Reibe 



W 






mit der Poiilerung gegeben , ihre Summe aufzufinden. Bezeichnet r cne 
positive ganze Zahl, so ist ein beliebig aus der Reihe heraoagegriffenäi 
Glied von der Form 

und wir köimen uns die Reihe selbst dadurch entstanden denken, dafs man 
hier successive r = 0, 1,, 2, 3, ... n setzt upd alle benrorgehenden Grö- 
fsen addirt. Entwickelt man den Werth jedes Faktors, so erhalt man 

_ i*(fi— 1) (f*— 2) . . . (f*— 2r-f 1) (fi— 2r) (fi— 2r— 2) . . . (fi— 2/»-|-2) 
1.2.5... (2r) * 2 . 4 . « . . • (2« — Sr) 

Im Zähler bilden hier diejenigen Faktoren, in welchen gende Zahleii .siib- 
trahirt werden, nämlich 
f»> ^ — 2, I» — 4» ... fi — 2r-|-2 und fi — 2r, (i — 2r-~4, ... 

eine fortlaufende Reihe und wir können daher das Produkt in talgeadar 
Form scbreibeiv: 

fi(fi^ 2)...<fi— 2ii^-2) (fir^i ) (fi—S) . . . iii—tr^ i ) i 

I .3.5...(2r— 1) ' 2.4.6... (2r) ' 2 . 4 . 4 ^ . (2»-*-ar^' 

Setzt man noch im Zähler «ad Nenner die Faktorenreihe 

(2r-f l)(2r-f 3) ... (2«— 3) («»— f) 
za, wodurah sich 4ier Werih des Bmches aickt ändert, so erhält man im 
Nenner des ersten Faktors die ununterbrochene Reihe. der ungeraden Zah- 
len von I bis 211-]- i, mitbin^ 
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f*(fi— 2)...(|*— 2«+2) (i«.— l)(fi— S)..,(^A— 2r+l) (2»— i)(2«— 5)...(gr4-l) 



l.3.5...(2«— I) ' 2.4.6... (2r> ' 2. 4 . 6 ... (2« — 2r) 

Der erste dieser Faktoren ist von r noabhängig; wir setzen daher der 

Kürze wegen 

ft(ft — 2) (f* — 4) ..> (fi — 2«-f 2) _ ^ 
^ ^ i . 3 . 5 . . . (2« — i) 

Der zweite Faktor ist nichts Anderes als der BinomialcoefBzient 



'- c^x> 



es ist also 



wie vian leicht durch Formel (8) prüft; schreibt man den dritten Faktor 

in der Form _ 

(2« — i) (2n—i — 2) ... (2?< — 1— 2g — 2r4-2) 

2.4.6 ... (2« — 2r) 
so erkennt man auch in ihm einen BinomialcoefSzienten , nämlich 

Setzt man hier successive r = 0, 1, 2, ... n und addirt alle entspringen- 
de Gleichungen, so folgt, dafs die Reihe (9) gleich ist der nachstehenden 

•••+C^).(-n] 

Die eingeklammerte Reihe läfst sich aber nach Formel (6) des §. 58. sum- 

miren. wenn man dort « = , /3 = ^- setzt; ihre Summe 

/ • 2 2 

ist {a -f ß)^ oder 

>-f-2«---2\ (fA-|-2» — 2)(ft-|-2ii — 4) .. . (ft-f*2)<* 



rfi±2n—l\ = 



2.4.6... (2g) 

Setzt man hierzu den Faktor k seinem Werthe aus (11) nach, so findet 
man , dafs die Reihe (9) gleich ist dem Ausdrucke 

|*(ff — 2) (^—4) ... (|it — 2^r^^) ft(fi + 2)(ft-f 4)...(fi + 2n — 2) 

1.3.5... (2g — 1) 2 . 4 . 6 . . . (2j 

woraus die Gleichung folgt 



• • • + '^^ ( — r— J , + ^- - y-r-) 

_ f*^ (l*^ — 2*) (f^^ — 4^) . . . (ft» — 2g --^*) • 
~ 1.2.3.4... (2g) 







Gap. VIII. D» MaomiaMieorin. 157 

y* Eine yanz ähnlicbe TransformatioD ist für die Summiraiig der 
Reihe 

nöthig. Ein allgemeines Glied derselben ist: 

(15) .... (^^■^^'t^L 

_^ fi(ft-— 1) ...(ii — 2r) (ft — 2r — i) (fi — 2r — 3) ... (fi — 2« 4"^) 
~ I .2.3...(2r-f-l) • 2.4.6...(2w — 2r) 

Im Zähler bilden hier diejenigen Faktoren, in denen ungerade Zahlen ab- 
gezogen werden, nämlich 

fi — 1, ^ — 3, ... fi — 2r-|-l 
und fi — 2r — 1, fi — 2r — 3, ...fi — 2n-\-i 

eine ununterbrochene Reibenfolge; wir können daher die rechte Seile der 
Gleichung (15) in folgende Form bringen: 
fi(fir-.j[)(fi^3)...(fi-2ii+i) (fi— 2)(fi—4)...(fir-2r) i 

1 .3. 5 ... (2r-|-i) 2.4.6-..(2r) ' 2.4.6...(9a— 2r) 

Setzt man noch im Zähler und Nenner die Faktorenreihe 

(2r -f 3) (2r -f- 5) ... (2« — I) (2« -|. 1) 
zu , so ist der obige Ausdruck gleich dem folgenden 
Kf*-i)(f*"-g)»>(f*-2H-l) (fi-2)(fi-4)...(fi-2r) (2;i-hi)(2«-^l)...(2r+ 3). 

1 .3.6...(2;i-|-i) ' 2.4.6...(2r) * 2.4 • ö. . . (2« — 2r) 
in welchem der erste Faktor von r unabhängig ist und mit k bezeichnet 
werden mag. Schreibt man die anderen beiden Faktoren in folgenden 
Formen : 

(fi — 2) (fi~2 — 2) ... (1^ — 2 — 2r4- 2) 

2 • 4 .6 ... 2r 
und 



(2it 4- 1) <2ii -f i — 2) ... (2« -4- 1 — 2« — 2r -f 2) 

2.4.6... (2» — 2r) 

so erkennt man in ihnen die Binomialcoeffizienten 1^- 1 und 

\ ^ Jp 

Setzt man successive r=0, 1,2, ...n und addirt alle so ent- 
stehenden Glieder, so findet man, dafs die Reihe (14) gleich ist der 
folgenden 
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woraus mtn durch Eatwickelnng des zweiteo Faktors ond Snbslitation des 
Werthes von k findet: 

"•>"('s^).+'.(^)„+- 



_ ft(fi« — !•) (ft^ — 3«) ... (|iig — 2> — i ) 
~ 1 .2.5.4 ... (««-fi) 

VI. Man bemeiict ebenso leicbt, dafs 

'- [ i j.-. 

1 .3.5 ... (2« — 1) Wr V ^ )—r 

ist, und hieraus findet man, wenn r = 0, 1, 2, . . . » gesetzt und Alles 
addirt wird, 

ft^^y 2 j^— 1.4.3... (S») 

VII. Aus der Gleichung 



f*»i+» 



C^=¥^') 



~ 1.5.5 ... (2« 4-1) V « jr V « y «-r 

ergiebt sich endlich noch für r = 0, 1 , 2, . . . n und Addition aller ent- 
stehenden Glieder 

^. /!> — «« — « \ _ H(p* - 8«) »« ~ 4«) . . . (>!« — ««*) 
• • • -f »*.«^i \^ 2 J^ — 1 . 2 . S ...<«« + 1) 

Von diesen vier letzten Gleichungen (13), (16), (17) und (18) wer« 
den wir später eine wichtige Anwendung machen. 



iX. Ai» £xfmeiiiMreihi> 159 



€ a p i t e 1 IX. 
Die Exponenzialreihe. 

Ableitang derselbea aas der Binomialreihe. 

Den Lehren des §. 8. zufolge nähert sich der Ausdruck 



(• + 



für unendlkh wachsende m der Gränze ^^ und es giebt demnach das vor- 

1 -| — 1 

zu der E24)onenz]algrörse e' tiberzugehen \ man gelangt zwar auf diesem 
Wege zunächst nur zu derjenigen Exponenzialgröfse ^ welche die beson- 
dere Zahl e=: 3,718.. zur Basis hat, also zur natürlichen Exponen- 
zialgröfse, aber es liegt hierin keine wesentliche Beschränkung der Allge- 
meinheit; man kann nämlich jede andere Bxponeiizialgrörse a* leicht auf 
die Form e* bringen, indem man 

setzt und mithin xla an die Stelle von z treten läfst. Dieselben Opera- 
tionen , welche den Übergang von der Potenz zur Exponenzialgröfse ver- 
mitteln , müssen sich nun auch auf die der Potenz- gleichgeitende Binomial- 
reihe anwenden lassen, und es ist unmittelbar klar, dafs man auf diesem 
Wege zu einer Reihe für die Exponenzialgröfse gelangen wird. 

1 . 1 

Bezeichnen wir — mit d, woraus oo = -r Tolfft, so nimmt die 

Gleichung 

die folgende Gestalt an 

(1) Lim [(i -f ig)^] = e* 

worin sich das Zeichen Lim auf das Verschwinden von S bezieht. Es ist 

aber vermöge des Binomialtheoremes 

1 

= • + h + \r^"" + '^' .i. : "■' +■■■ 

oder nach Wegschaffung der Bräche 
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(«) (* + »-»)* 

-*+I* + 7TT' + i.a.s ' 

I (1— tf) (1 —«0 (I — g^) _^ , 

+ ; 1.3.3.4 ' "•"• • 

und diese Gleichang gilt für jedes i, wenn die Bediqgnng i^ix^ — 1 

erfüllt ist, welcher man die bessere Form 

1 1 

(5) _>^>__ 

geben kano. Lassen wir jelzt in der Gleichung (S) d in Null übergehen 
und benutzen linker Hand die Formel (i), so folgt auf der Stelle 

(4) ^ = , + i. + ^..4-rrri*'+- 

Diefs ist die sogenannte Exponenzialreihe ; ^e gilt, wie ans No. (3) er- 
sichtlich ist, für cx>^z^ — öo, d.h. für jedes beliebige endliche z. 
Nimmt man speziell z = ! , so erhält man die Gleichung 

(*> ' = * + T + r^ + r75T3+- 

welche zur numerischen Berechnung von e dient ; die Rechnung selbst ist 
sehr leicht, weil sich jedes Reihenglied aus dem vorhergehenden durch 
eine blofse Division ableiten läfst; man findet 

€ = 2,718281828459... 
Die Zahl selbst ist irrational und der Dezimalbruch kann defshalb keine 
Periode enthalten; man überzeugt sich hiervon durch folgende einfache 
Schlüsse. 'Die Summe der Reihe 

111 1 

^*^ ä + sTs + äTsTi + TTsTiTi + * " 

beträgt offenbar weniger als die der folgenden 

1 • _L.. _J_ . * 

o l" o o 1* o o o ■" 



2 ■ 2.2 ■ 2.2.2 ■ 2.2.2.2 

1 1 



* 1-i 






und sie ist daher ein ächter Bruch. Wäre nun 

i + -L- + — 1_+ =1 

2~2.3~2.3.4~'" q 

wo - eiQen rationalen ächten Bruch bezeichnet, dessen Zähler and 

Nenner rationale ganze positive Zahlen sind, so würde durch Multiplika- 
tion mit 2 • 3 . 4 ... q folgen : 
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3 • 4- . 5 . , . g -\- 4 • 5 . 6 . • • ^ -J- 5.6...^ -|r . . . -j- i 
1 1 1 

= 2.5.4.5 ... (5^—1) . /? 
Die erste Zeile linker Hand enthält nur Produkte von ganzen positiven 
Zahlen, die Summe derselben ist daher selbst eine solche Zahl, die M 
heifsen möge; die rechte Seite ist ebenfalls eine ganze positive Zahl, die 
wir mit N bezeichnen wollen. Demnach wäre 

(') ,, « + j^, + Tf^wWW^> + ■ ^ " 

Die Summe der Reihe 

1 i 1 

y+i "^ F+^MT+ä) "*" r^+i) (^+2). (y+s) "*"••• 

beträgt nun offenbar' weniger als die Summe der folgenden 

111 

1 i 1 

und ist daher ««C 1 , da qt jedenfalls die Einheit übersteigt. Laut No..(7) 
miirste nun eine ganze positive Zahl M^ mit einem ächten Bruche verei- 
nigt, der ganzen positiven Zahl IV^ gleich sein; dieser Widerspruch be- 
weist , dafs die Summe der in (6) verzeichneten Reihe irrational und mit- 
hin nach No. (5) auch e eine Irratianalzahl sein^ mafs, 

Nach dieser Digression über die Zahl e keh;*en wir zu der Gleichung 
(4) zurück, um aus ihr eine Reihe für a* abzuleiten. Setzen wir nämlich 



c» 



so folgte wenn wir beiderseits die Logarithmen ii^end eines Systemes 

nehmen, 

X ioga 
z log e = X log « , ^ = ■ — 

mithin, wenn die für e^ und z angegebenen Werthe substituirt werden, 

^' ^ i\ löge ) ^ i .^\ löge ) 

, . j i__ f^logay 

"T 1.2.3V löge J "•"•■• 

Da uns die Wahl des logarithmischen Systemes noch völlig frei steht , so 

können wir ebensowohl e als a dafür nehmen ; das Erste giebt 

das Zw^te dagegen, wenn 'log für loff gesetzt wird, 

SeUfimflek Analyais I. iweite Aall. ^ « 
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(10) a- = I + 1(-^) +^(^^J 



+ rTa.si^T^j + • • 



Das letzte Resultat ist in so fern von fiedeuUiog, als es xtt einem gege- 
benen Logarithmus die zugehörige Zahl finden lehrt; für a* = y folgt 
nämlich x =: *tog y und mithin 

<") ' = ' + t(-5-') + t^(^)*+- 

Man erkennt hier wiederum, dafs das nalärliche Logarithmensystem das 
einfachste ist; denn für a == e erhält die vorstehende Gleichung ihre ein- 
fachste Gestalt: 

(12) y = 1 + \.{ly) + -^- (ly)^ + — *— • (^)» + . ... 

Unter den hier entwickelten Formeln ist die unter (4) verzeichnete die 
wichtigste , in so fern sie die Quelle aller übrigen bildet. Sehr häufig be- 
nutzt man sie mit den Substitutionen z = A:ar und z = — kx, wo it einen 
Constanten Faktor bezeichnet; es ist dann 

(13) e»'=H-_+ — + ——+... 

daraus folgen noch die beiden Formeln 



(15) 



S 



_ , ^^ . k^x* k^x ^ 

~ ■ 1.2' i-a-S-A"" 1.2. 3. 4. 5.6' 



"^ 1 "*" 1.2. 3 "^1.2. 3. 4. 5 ^ •" 
auf nelulie wir später zurückkommen werden.' 

§. 42. 

Andere Abldtangeii der Exponensialreihe. 

L S^tzt man in der Binomiaiformel 

• ^1*1.2 ~ 1.2.3 *T^-- 

1 > ar > — 1 
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z = aP — i und fi = j , so ergiebt sich naeh Wegschaffung der 
Bräche 

'"-=«+f(^)+^^(^)" 

+ TTsTs \rJ~) +••• 

und diers gilt für I ^ a^ — 1 ^ — 1, eine Bedingung, die um so mehr 
erfüllt ist, je kleiner t genommen wird ; lassen, wir 8 in Null fibergeben 
und setzen 

Lim s — ^ A 



so folgt jetzt ans (1) für jedes a und x 

Was nun die Gröfse A betrifft, so weifs man aus §. 8. Formel (15), daTs 
dieselbe =/a ist, und damit geht die Gleichung (2) unmittelbar in dieje- 
nige über, welche im vorigen Paragraphen unter No. (9) entwickelt 
wurde; man braucht aber diese Kenntnifs von A nicht vorauszusetzen, 
sondern kann sie sich mittelst der Gleichung (%) selbst verschafften« Da 

1 

nämlich letztere für alle x gilt, so ist es auch erlaubt, j:= -^ zu setzen 

und man hat dann 

- 11 1 

* 1 ■l.2'l.2.3~ 



• • • 



folglich, wenn e die Summe der rechter Hand stehenden Reibe bezeiehiiet, 

Nimmt man beiderseits die Logarithmen irgend eines beliebigen Systemes, 
so folgt 

-— log a = lüg e oder A = ?5— 
-^ löge 

und durch diese Substitution wird die Gleichung (2) mit der unter No. (8) 
des vorigen Paragraphen entwickelten Formel identisch. 

II. Eine ebenso kurze als elegante Ableitung der Formel für e^ er- 
hält man durch unmittelbare Summirung der jederzeit coavergenten Reilie 

* + 1 + iTä + rrrn + • 

Bezeichnen wir nämlich die unbekannte Summe doselben nil t\^), so 
hat man 

11* 
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(5) /(.)«i+f + ^ + _^^. + ... 

und entsprechend 

(4) /(y) = i+J+J!^ + -*2_ + ... 

Die MaltiplikatioD der beiden yorstehcBden Gleichungen giebt: 
/(*) . f{y) = 1 • 

+ f + f 

-L *' j_ _^ y 4- f j^ -I- y' 

+ • 

Bezeichnet man die einzelneu Horizontalreihen mit Tx9 T,> T, etc., 
so ist 

(5) /(^) . /(y) = 1 + T'i + r, + 7, + . . . 

und hier bestimmt sich das allgemeine Glied T^ nach der Formel 
*"" 1 .2...«"*" 1.2...(/i — 1) • T"*" I .2... («—2) ' rT2 ■ "* 

I * y^' I y* 

'"''' 1 " 1 .2...(« — 1)"^ 1.2.. .11 
Dieser Gleichung kann man folgende Gestalt geben: 

'•■ = TTib^ ['• + j-^'» + "-T^*'-'- + ••• + »•] 

d.i. nach dem Binomialtheoreme fSr ganze positive Exponenten: 
Die Formel (5) verwandelt sich jetzt in die nachstehende: 

d. i» 

fix) ./(y) =/(ar + y) 

Hieraus folgt aber nach §.25. 
und man hat demnach 
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=" * + T + iT2 + 1.2.3 "*" 

Diefs ist aber die Exponenziatreihe, wenn man die Samme der eingeklam- 
merten Reihe mit e bezeichnet. 



Capitel X. 
Die lo gari thmi$ chen Reihen. 

§. 43. 

Ableitung einer logarithimschen Reihe ans der Binomialreihe. 

So wie wir in §. 41, die Exponenziatreihe ans der Binomialreihe mit- 
telst der Formel 

Lim [(1 -|- fo)'] = e^ 
ableiteten, so können wir auf ähnliche Weise auch eine logarithmische 
Reihe gewinnen, indem wir uns an die Gleichung 

(I) Lim — j = la l§. 8. No. (15)] 



halten und auf die fiir a^ geltende Reihe dieselben Operationen aiiwenden, 

welche hier mit a^ selbst vorgenommen werden. Das Nächstliegende 
wäre nun , die Exponenzialreihe zu benutzen und in der Gleichung (8) 
§.41. d für 0^ zu schreiben; es würde diefs aber, wie man leicht finden 
wird, zu dem trivialen Resultate la^^la führen. Wir benutzen daher 
nicht die Exponenzialreihe, sondern die Binomialreihe und setzen zu die- 
sem Zwecke die zweitheilige Gröfse 1 -J- a: an die Stelle von a^ so dafs 
die Gleichung (1) nunmehr lautet: 

(2) Lim Ü+^-^JL = f(i + or) 

Wenden wir hier auf (1 -{~ ^)^ ^^^ Biuomialtheorem an, so ergiebt sich 

(5) ^ ^l±^l 

lTl,2 ~ 1.2. 3 ■ 1.2.3.4 ■ 

Die Reihe geht ins Unendliche , weil der Exponent S ein kleiner Bruch 
ist, den wir nachher bis zur Gränze Null vermindern; sie gilt dem links 
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stehenden Ansdmcke so lange gleich, als x zwischen -f- i und — I ent- 
halten ist. Lassen wir i in Null tibergehen und benutzen die Formel (2) 
für die unke Seite der Gleichung (3) , so folgt jetzt 

(4) /(l +ar) = \'-\^^ + \^^ — 1^* + . • 

Für x = -f- 1 convergirt die Reihe noch , daher besteht die Gleichung 
auch in diesem Falle und giebt 

Für X ^= —r \ divergirt die fieihe rechter Hand und ihre Summe ist un- 
endlich; in so fern nun das Resultat 

* 1 * * 
/(0) = -----5--5-...=-«oo 

immer noch richtig ist, kann man sagen, dafs die Formel (4) so lange gilt, 
als X die Gränzen -[- 1 und — 1 nicht überschreitet. 

Bevor wir die mannichfaltigen Folgerungen erörtern , die sich an die 
Gleichung (4) knüpfen , wollen wir erst eine zweite Ableitung derselben 
geben, die anf ganz anderen Grundsätzen beruht und sich zugleich durch 
ihre Kürze empfiehlt. Nach Formel (2) §. 15. ist 



(5) /(« + X) 



- Kr^) 



und wenn man den Quotienten 1 : (1 -f- x) in eine Reihe verwandelt, was 

für ein Meht gebrochenes x erlaubt ist, 

(d) /(*+*) ~ e(^ — <r -f- j?» — jr» + . . .) 

\ > a? ^ — • 1. 
Die rechter Hand postulirle Quadratur lälst sieh dadurch ausfährm , dals 
»aa von jedem einzelnen Reihengliede die Quadratur bestiniMi, was oadi 
der Fermel 

leicht genug ist. Auf diese Weise ergiebt sich aus No. (6) 

1 ^ JT > 1 

was mit der Formel (4) übereinstimmt. 

Lassen wir — o: an die Stelle von x treten , so giebt die Formel (4) 

1 f i 1 

(7) /(i —or) = — ^JT — ijr« — ix» — ~jr* — ... 

1 2 5 ' 4 

1 > X > — 1 

oder auch 
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i ^ X ^ — i. 

üa der Quotient 1 : (1 — x) einen ächten Bruch zum Divisor hat, so be- 
trägt er mehr als die Einheil; setzen wir daher 

^- = 1+^, so folgt ' = ^^ 

und hier kann nun z jede beliebige positive Zahl sein; die Formel (8) 
geht dann in die folgende über: 

<•"<•+" = l(4T) + K^)' + iGfT)'+- 

Rein theoretisch betrachtet , ist dordi die Formein (7) und (9) die Auf- 
gAbe, zu einer gegebenen Zahl den natürlichen Logarithmus zu finden, 
vollständig gelöst; für alle Zahlen unter 1 dient nämlich die Formel (7), 
für alle Zahlen über 1 die Formel (9). Logarithmen negativer Zahlen 
giebt es bekanntlich nicht und mithin erschöpfen die obigen Beziehungen 
schon alle Pälle. Für die praktische Berechnung sind dieselben weniger 
brauchbar wegen der meistentheils geringen Couvergenz der vorkommen- 
den Reihen, und wir geben daher noch einige Enlwickeiungen , welche 
zur wirklichen Berechnung von Logarithmen dienen können. 

§• 44. 
Reiben zur Borechming von Logarithaicn. 

Zieht man die siebente Formel von der vierten ab , so ergiebt sich 

1 > * > — 1 

und für 

i -l-x . z — 1 

7—* — == Zj also X == — f—r 

1 X J»-J- 1 

geht die ebenentwick^te Formel in die nachstehende über: 

<" '• = '[K^)+l(ff4)"+l(^)'+-] 

welche für jedes positive z Gültigkeit besitzt. Sie ist von Vortbcil für 
kleine z, z. B. z=::2, wo man erhält 

Kennt man den Logarithüius einer Zahl a^ so findet sich der Logarithmus 
von a-^-bj^ wenn b^a, durch die Bemerkung, dafs a-f-ßssaii-f--} 
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und mithin l{a^ b) = la -^ lli '\- -\ ist. Da nämlich der Voraus* 

Setzung nach der Quotient - unter der Einheit liegt, so giebt die Anwen- 
dung von No. (4) 

Eine brauchbarere Formel liefert die identische Gleichung 

1 + — — 

1 — 



2a -^b 



1 
Nimmt man in der Formel (8) «^ =^ -^ ' ^^ ^^^ ^^ P ^ ^ 



indem man den Logarithmus von 1 -{ — nunmehr mittelst der Formel (1) 

dieses Paragraphen für x = & : (2 a -^ 6) entwickeln kann ; diefs glebt 
(4) /(fl+^) = Äi . 

und zwar gilt di^se Formel für alle positiven a und b, weil dann 
b : (2a'\'b) jederzeit ein achter Bruch wird. Für a =2, 6 = i hätte 
man z. B. 

» = »+'[K^)+i(^)'+i(Är+-] 

was sich sehr leicht rechnet. 

P 

die linke Seite ist hier 

= l(P^l — l(p^ — \) 

= ^l(p) — [l{p — 1) + l(p + D] 
und durch. Substitution bieryon findet man (eicht 

(5) ip = ^</'-*) + /(/>+!) 

i 1 1 1 1 i 

Diese Formel lehrt den Logarithmus einer Zahl p finden , wenn die Loga- 
rithmen der beiden benachbarten Zahlen p — 1 und p-\- i schon bekannt 
sind. Nun braucht man aber nur die Logarithmen der Primzahlen zu be- 
rechnen, in diesem Falle sind p — 1 und /'-f- i gerade, d. h. zusammen- 



J 
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gesetzte Zahlen , uud folglich ihre Logarithmeo aas den schon berechne- 
ten Logarithmen bekannt. Für p = 5 z. B. wäre /4 = 2/2, 16 = 
l2 -\- l3y mithin 

5/2 + IS 

+ 2 (iöäj + 4 Viooj + 6 (iöö j + • • 

und hier kennt man /2 und /5 nach dem Vorigen. Zugleich ersieht man 
leicht, dafs die Rechnung nach der Formel (5) um so leichter wird, je 
gröfser die Zahl p ist , und dafs es mithin nur einer Tabelle der Primzah- 
len bedarf, um die Logarithmen sehr grofser Zahlen mit bedeutender 6e* 
nauigkeit zu berechnen. 

Die bisherigen Formeln gelten .nur für natürliche Logarithmen , und 
es wäre daher noch die Frage, wie sich die künstlichen Logarithmen ir« 
gend eines Systemes, etwa der Basis b^ berechnen liefsen. Diefs ist aber 
sehr leicht, sobald erst die Tafel der natürlichen Logarithmen vorliegt; 
man hat nämlich für jede Zahl z 

z =z ^^ und auch z =2 b^ '^») 
mithin, teenn man von beiden fechten Seiten die natürlichen Logaritb- 
men niaimt: 

Iz , le =: ^log z . Ib 

oder umgekehrt und weil /e = i , 

Um also die künstlichen Logarithmen der BasiS' h zu finden , hat man die 

i 
natürlichen Logarithmen nur mit dem Faktor yr zu multipliziren ; mau 

nennt denselben den Modulus des Systemes der Basis b und bezeichnet: 

Für das Brigg^sche System ist 6= 10 und man findet leicht wegen liQ = 

/lO = 2,30258509 . . , M,^ = -L = 0,434294482 . . 

|}m also ns^türliche Logarithmen in Brigg'sche zu verwandeln, mufs niau 
erstere mit 0,434 . . multipliziren ; umgekehrt kann man auch die natür- 
lichen Logarithmen aus den Brigg^schen ableiten, wenn mau letztere mit 
dem Modulüs dividirt, d. b» mit 2,302 . . moltiplizirt. 
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C a p i t e 1 XI. 

Die goiiiometrischen Reihen. 

§. 45. 

Die Reihen für den Sinus und Cosinos. 

Oberblicken wir die Formeln der drei vorbergehendei't Capitel, so 
enthalten sie das Gesammtresultat, dafs sich die drei Funktionen Potenz, 
Exponenzialgröfse und Logarithmus in Reihen verwandeln lassen , die 

nach Potenzen einer veränderlichen Gröfse, x oder - — i — u. denrl., fort- 

i -\- X 

schreiten; es wäre daher zu versuchen, ob nicht etwas Ähnliches auch 
für die goniometrischen und cyklometrischen Funktionen geleistet werden 
könnte. Die Bedeutung, welche die Lösung dieser Aufgabe hätte, ist 
leicht einzusehen ; so wie nämlich durch die Formeln der Capp. IX. u. X. 
die Probleme gelöst wurden, zu einer gegebenen Zahl den Logarithmus 
und umgekehrt die einem bestimmten Logarithmus entsprechende Zahl zu 
finden , so wnrde die Auflösung unseres neuen Probleme« ein Mittel bie- 
ten , um zu einer als Bogen gedachten Zahl den Sinus , Cosinus u. s. w. 
oder umgekehrt zu einer gegebenen goniometrischen Funktion den zuge- 
hörigen Bogen zu bestimmen. 

Was nun den Sinus und Cosinus anbelangt, so sind es die beiden 
Oleicbungen 

(I) Q(c&ix) 2= sinx und Q(smx) =s= 1 — cosx 

welche von besonderem Vortheil werden , wenn man sie mit der Formel 

m+i 



und mit dem Theoreme: 

(3) für (p(x) % il;(x) ist Qq>(x) % Q^{x) 
in Yerbinduttg bringt. Aus der Ungleichung 

(4) cos X ^ i oder cos x ^ x^ 

welche für jeden Bogen gilt, der nicht = Null oder gleich einem geraden 
Vielfachen von n ist, folgt nämlich, indem man die beiderseitige Quadratur 
vornimmt, nach (1), (S) und (2) 

X 

(5) sin X ^ j 

wie man auch sonst schon weifa. Die Quadratur hiervon giebt 

X* 

1 — cos X < - — - 

1.2 
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oder bei Transposition vod cos x ond angekehrter AnordoQog 

(6) eosx > \. — - — - 

' 1.2 

Die Quadratur hiervon ist: 

Wiederholt man das Verfahren, so ergiebt sich 

x^ *♦ 



1 — cos X 



1.2 1.2.3.4 
oder umgekehrt geschrieben: 

(8) cos X ^ i — 



JT* .. X^ 



1.2 ■ 1.2.3.4 
und hieraus folgt wieder durch Quadratur 



X JT* - X* 



(9) smx <j 1 . 2 . 3 ■^" 1 . 2 . 3 . 4 . 6 

Man übersieht auf der Stelle, wie sich diesem sehr einfache Verfahren der 
successiven Quadratur fortsetzen läfst; ordnet man die entstehenden Un- 
gleichungen so, dafs alle diejenigen Beziehungen aufeinander folgen, wel> 
oho fiir den Cosinus und ebenso die , welche für den Sinus gelten , so er- 
hält man fügende Zusammenstellung: 
cos X ^ \ 



cos X > 1 — -t 



cosx 



1 . 2 

1 . 2 "*" 1.2.3.4 



JT* X* 



1.2^1.2.3.4 1.2.3.4.5. 



cosx ^ 

1.2' 

u. s. w. 



6 



smx ^ X 

^ X X* 



smx 



smx 



smx 



1 1.2.3 

X x' . X* 



-i 

^ 1.2.3.4. 



1 1.2.3 ' 1.2.3.4.5 

X "*' _i_ '* *^ 

T ~ 1.2.3 "T n2. 3. 4. 5 "" 1.2.3.4.5.6.7 



U. 8. W. 

Es hat keine Schwierigkeit, die allgemeinen Ungleichungen aaizu- 
stellen, von welchen die vorigen Beziehungen die speziellen Fälle sind; 
man braucht nur zu bemerken, dab in den Gosinusforraeln das Zeichen ^ 
oder ^ steht , je nachdem das letzte Glied rechter Hand positiv oder ne- 
gativ aosfiÜlt; dks Erste fielet statt, wenn der Exponent des x in diesem 
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Gliede von der Form 491^ das Zweite, wenn er von der Form 4»-|~^ 
ist, wo n immer eine ganze positive Zahl bezeichnet. Man bat daber 



eosx ^ i — 



cos X > i — 



1 . 2 ■ 1 .2.$. 4 • • • + f .2...(4ff> 

X* . x^ - X** 

i . 2 • r. 2 . 3 . 4 • • ■ 1 .2...(4ii) 



1 .2... (4a + 2) 
und ebenso leicbt findet man aus den für den Sinus geltenden Beziehungen : 

X X^ ÄT**^'' 

*'«* < I — 17273 + • • + I .2. ..(411+1) 

jf ^* _l_ i_ ***** 

stnx > j — J--273 + • + i.2...(4» + i) 



1 . 2... (4« + 3) 
Aus diesen vier llngleicbungen lassen sieb zwei Gleicbungen bilden, in- 
dem man die Bemerkung binzubringt , dafs eine zwiseben B und A lie- 
gende ZabI M {M ^A und M'^B) gleich der gröfseren, vermindeit 
um einen Bruchtheil des Unterschiedes A — By sein mufs; bezeichnen 
wir also mit q einen positiven ächten Bruch , dessen genauer Betrag nicht 
weiter bekannt ist , so folgt aus den beiden Ungleichungen : 

M ^ A und M'::> B 
die Gleichung ' 

M = A — (f{A — B) 
Indem wir diesen Satz auf die obigen Ungleichungen anwenden , ergeben 
sich die Gleichungen 

jr* . x^ I 

1.2^1.2.3.4 



cos X 



uud 

X 



sinx = -I- 

1 1 . 2 .3 ~ 



+ 




:r** 


1 


. 2... (4«) 






^a:***» 


^ 


1 


. 2...(4ä + 2) 


+ 




^411+1 


1 . 


. 2...(4« + l) 






^ar**+» 



1 .2...(4«-|-3) 

oder wenn wir das jedesmalige letzte Glied auf die linke Seite tnins- 
poniren : 



(10) cos 



^4«+« 



^ "*" ^1 .2. 3 •..(4« -f. 2) 



*^ . jr* . x^ 



All 

1.2"^ 1.2*3.4 *"^d.2.3... 



(4i^ 
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und 



x*»+v 



(H) sin X -\- Q — 

~ T ~ 1.2.3 ^~ 1.2.3.4.5 ~ • • • + 1 .2.3...(4« + l) 

Es liegt nun der Gedanke nicht fern , die noch wilikührliche ganze Zahl n 
unausgesetzt wachsen zu lassen^ wodurch die rechter Hand befindlichen 
endlichen, 2n^l Glieder enthaltenden Reihen, zu unendlichen Reihen 
werden. Hierbei entsteht die Frage, welchen Gränzen sich die Ausdrücke 

(i2) ^ lT2.3...(4« + 2) ^ 1 .2.3...(4»-|-3) 

für unendlich wachsende n nähern. 

Betrachten wir zunächst den Ausdruck 

. X 

1.2«3...fft 
und nennen wir | den absoluten Werth von x^ so ist entweder or sc -|- 1 
oder X = — \ und demnach 

(13) j-^, = ± ^ 



1.2.3...in "~1.2.3...i« 
Dieses | ist entweder selbst eine ganz^ Zahl k oder zwischen zwei ganzen 
Zahlen k und J: -f- 1 enthalten , man hat daher auf alle Fälle 

Nehmen wir das wilikührliche m'^ k, so ist identisch 

r ^ ^ ^?^ 

i . 1& . 3 . . . m 1.2.3...^' {h-\'\) (^ + 2) . . . (it + « -^ /t) 

'Je i t II 



1.2.3...)t • it-fl ' >t + 2* ife+3 •" k-^m — k 
Der erste Faktor l'' : (1 . 2 . . . Ar) ändert sieh nicht, wie auch m waehsen 
möge, er bildet also eine Constante, die wir kurz K nennen wollen; die 

übrigen Faktoren , . , t-jj-^ de- sjnd ächte Bräche (wegen 

Ä: -|- 1 ^ £) , und zwar i«t der erste Faktor der gröfste ; setzen wir ihn, 
der kurz ^ heifsen möge, an die Stelle aller folgenden Faktoren, so ist 



< -— ^ < K . j3"^* 

1 . 2 ... 17t 

und mithin für unendlich wachsende m 

^«'»« T-TT = ^ . '= 

1 « 3 • • » tu 

woraus naeh No. (13) weiter folgt, dafs für jedes endliche bestimmte x 

Lim - — r— = 

1 • 2 . O . • . 172 
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sein muTs. Die in (iS) verzeichneten Aosdrücke haben nun g^ichfalls die 
Null zur Gräoze , weil der Faktor q immer kleiner als die Einheit bleibt, 
wie er sich auch sonst bei wachsenden n ändern möge. Nach diesen Er- 
örterungen gehen die Gleichungen (10) und (11) bei unendlich werdenden 
n in die folgenden über: 

(14) ^'=^-Th^ l.i*3.i - i.^.s'!i.i.9 +-- 

(15) ««' = f-4-~^+l.S.'s.4.5~- • 

und lösen die Aufgabe, zu einem beliebigen Bogen x den Cosinus und 
Sinus zu finden. 

§. 46. 

Die Reihen für die Sekante und Tangente. 

I. Um die Sekante in eine unendliehe Reihe zu verwandeln, bemer* 
ken wir zunächst, dafs zufolge der Definition der Sekante die Gkichnng 

1 1 

See X "^ = 

eos X 1 — (1 — eos x) 

statt findet, aus welcher man sogleich eine nach Potenzen von 1 — cosx 

fortschreitende Reihe erhalten kann , wena man die Formel 

— ^— = 1 + « 4- M« + «» + . . . 
1 — u ■ ■ ■ ■ 

1 > K > — 1 

für u= i — cos X in Anspruch nimmt. Damit aber u ein ächter Bruch 

bleibe , mufs cos x positiv sein, und wir dürfen daher x über die Gränzen 

11.. 
-f- - ff und — -n nicht hinausgehen lassen ; somit ist nun 

(1) «ec ar= 1 -|- (1 — e«w jr) + (1 — eos jr)« -|- (1 — co* jf)* 4* • • • 

1 ^ ^ 1 

2 2 

Setzen wir statt cosx die vorhin gefundene Reihe, so wird 

1 — cos ar = — 11 1- ... I 

2 V 3.4~3.4.6.6 ) 



und mithin 

sec X 



-t I ^Vi *' I ^* ^ 

* + 2 V S.4^^ 5.4.6.6 ") 

+ ?(■- )• 

+ 
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Dardi AusfnhruDg der hier angedeateteo PotenasiruDgen und dareh naeb* 
herige Vereinigung aller derjenigen Glieder, welche gleiche Potenzen tod 
X enthalten, findet sich 

~» ^ X y^ — -n 
2 2 . 

Hier ist nun zwar die äufsere Form der Reihe leicht zu erkennen, sie 

wärde nämlich sein 

T x^ T x^ T x^ 

aber das Gesetz, nach welchem sich die Coe£Bzienten 

(3) T^ = iy T^ = if T^ = ^s 7'« = 61, 

bilden, bedarf einer besonderen Untersuchung, da es ans der obigen Ab- 
leitung der Sekantenreihe nicht erkennbar ist. 

Um dieses Bildungsgesetz aufzuGnden, hat man nur die einfache Be^ 
merkung npthig, dafs ^ec x , cosx= i ist, dafs mithin auch die Sekan- 
tenreihe mit der Cosinusreihe multiplizirt die Einheit als Produkt geben 
mufs; wenn man demgemäfs in der Gleichung 

(T x^ T x^ T x^ \ 

^<» + 1 Tä^ + 1.2.3.4 + 1 . 3 . 3*. 4 . ö . 6 + " ' J 

V 1.2'i.a.3.4 l.S.3.4.6,«'"7 

die angedeutete Multijplikation ausfuhrt, so entsteht die Gleichnng 

1 = To 

^ V* • 2 1-2/ 

. rji Ji. * I ^o \^s 

T^ Vi • -4 1 . 8 * 1 .2^ 1 .2.. 4^ 

4.(J\ T*_ J_A.J1. _* TsJi],, 

^Vl--« 1..4'l.2^t.2*1..4 i..OJ 

+ 

ttnd aus ihr folgt, dafs erstlich T^ = 1 und zweitens der CoetBzient von 

jeder der Potenzen x^^ x^j, x^ etc. der Null gleich sein mufs. Bezeich- 
nen wir überhaupt mit m eine beliebige von Null verschiedene gerade Zahl 
und setzen den Coeffizienten von x*^ der Null gleich, so giebt diefs die 
Gleichung 

T T i T 1 

1 . 2 . • . wi 1 , . • (m — ^ 2) * 1 . 2 ■ 1 . . . (»i — 4) ' 1.2.3.4 

T 1 

l,..(m — 6)'l.2.S.4.5.6^*"' 
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oder dnreh Multiplikation mit i . 9 . 5 . . . m^ 

«(w — 1) ' m{m— i) {m — 2) (m — 5) 

im 4 2 ^«-s-f 1.2.5.4 «--* 

w(m — 1) (« — 2) (m — 5) (w — 4) (w — 5) , _ 

1.2.3.4.5.6 ^»- + " 

Wenden wir die Bezeichnung der Binomialcoeffizienlen hier an und schrei- 
ben sin — fiir Null, was wegen des geraden m immer richtig ist, so 

haben wir folgende elegante Beziehung zwischen den Coeffizienten T^, 
T^_, etc. 

(4) w^, T^ — m^ T^_^ + ^4 ^m-4 — ^6 ^«-ö + • • • 

. mit 
= stn — 
2 

Aus ihr lassen sich, da T^ = 1 bekannt ist, alle übrigen Coeffizienten 
T25 T^9 Tg etc. leicht ableiten, indem man der Reihe nach iit = 2, 4, 
6 , . . . setzt. So erhält man 

T^ — T^z=z 0, mithin 7^ = 7^ = 1 

^4— 6^2 + 7^0 = 0, . T^ = 6T^ — T^ = b 

u. s. w. 
Darch die Formeln (2) und (4) ist nun das Problem der Aufstellung einer 
Reihe für die Sekante in soweit gelöst, als es die bisherigen Mittel 
gestatten. 

IL Aus der Sekantenreihe läfst sich leicht die Tangentenreihe mit- 
telst der Bemerkung ableiten , dafs 

tan X ^= See X . stn x 
ist und dafs mithin , wenn für sec x und sin x die gleichgeltenden Reihen , 
gesetzt werden, auch die Gleichung 

V ■ 1 . 2 ~ i .2.3.4 ■ .1 . 2...6 ^ ) 

(X x^ ^. x^ \ 

T ~ ITsTTs "" 1.2.3.4.5 ~" ) 

"" T "^ 1.2.3 ■" 1 .2 .3.475 "^ 

bestehen mufs, jedoch nur so lange, als der. erste Faktor rechter Hand 

1 1 ^ . 

der Sekante gleich ist, also nur für - tt ^ x > — -n. Stellen wir nun 

die Tangentenreihe in der Form dar 

(51 tan X z=: -^ 1- — ^ 5 4- . . . 

^^ 1 ^1.2.3^1.2.3.4.5~ 

1 ^ ^ 1 

2 2 



tan 
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wo 

(6) T^ = i, T^=^y ^6 = 1«» • • • 

so würde es hier darauf ankommeD , das Bilduogsgesetz der CoefEzienteo 
Ti9 T^y T^ ete. aufzainden. Diese Aufgabe gestattet eine ganz ähn- 
liche Lösung wie die vorige der Bestimmung von T^^ Tj^^ T^ etc.; we- 
gen tanx • cosx = sinx mufs nämlich bei Substitution der gleicfagel* 
tenden Reihen sein: 

1 ~ 1.2.3 "*" rT2.3. 4.5 "" 1 .2...7 + * ' * 

Vi ■ 1 .2.3 ' 1 .2.3.4. 5 "^ ' * 7 
/ x^ , x^ x^ , \ 

^V "1.2 + 1.2.3.4 1.2...6~'""7 

Führt man die Multiplikatiou aus und vergleicht dann die beiderseitigei| 
Coeffizienten von x^ , wo m eine beliebige ungerade Zahl bezeichnet, so 
findet man ohne Mühe 

1.2...m 1.2... (m— 2) * 1 . 2 ■" 1 . . . (w — 4) ' 1.2.3.4 

T 1 , 

+ • • • 



«i — « 



1 . 2 . . . (m — 6) 1.2.3.4.5.6 

_ (— i) • 



I.2.3... M 

♦ 

und durch Multiplikation mit 1 . 2 . 3 ... m 

T — ^ ^^ '~ ^^ T 4- »»(>» — i) (»»~2) (w — 3) 
* 1.2 "*-^ "•" 1.2.3.4 *-* 

m{m — 1) {m — 2) (m — 3) (iw — 4) (m — 5) 



i .2.3.4.5.6 

= (-1) ' =sm ^ 



7".-.+ 



oder endlich, indem man die BinomialcoeffizientenbezeiduraDg in Gebranch 
nimmt, 

(7) m^T^ - WaT^m-, + »»4 r«_, — «0 ^^^-o + • • • 

. mn 
= .«« — 
2 

Für in = 1 , 3 , 5 , ... erhält man aus dieser Beziehung der Reihe nach 

die Werthe von T^, T^^ T^ etc., und hat nun in den Formeln (5) und 

(7) eine vollständige Auflösung des Problemes der Aufstellung einer Roihe 

für die Tangente. 

Vergleicht man die Relationen (4) und (7) , so erkennt man auf der 

Stelle, dafs sie sich formell nicht, sondern nnr darin unterscheiden, dafs 

ScUtaUdi AMljptis I. iweite Aufl. 1 2 



stn 
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m in No. (4) eine gerade uod in No. (7) eine ungerade Zahl bedeaUl« 
Nimmt man daher, in der Gleichung 

Wo ^« -^ »» ^p^-i + »«4 ^«--^4 -^ «« ^«i^« -f . . . 

= sm -—- 

m der Reihe nach ^;^1,99394,«.», ao ergeben sich die Zahlen T^, 
T^y T35 T^^ . . ., und von diesen sind die geradslelligea Zahlen die 
Sekantencoeffizienten , die ungerads/elligen die Tangentencoeffizienten. 

Durch Addition der Sekanten - und Tangentenreihe epgiebt sich noch 
ein bemerkenswerthes Resultat; es ist nämlich 

sec X -|- /n» j? 

1 -|- CO* f - « — JT J 2 cosf (- ff _ - jr I 

V2 J V4 2 i U 27 

= cot \-n x\ = Äi«l-ff + -arl 

V4 2 J V4 ■ 2 / 

und mithin aqs No. (2) und No. (5) 

(8) ^^Q'^ + ^^j 

" ^« + i + T72 ■*" nn "'"i.2.3.4"'"" 

— ff ^> JT ^> — ff 

wo nun die Reihe sämmtlicbe Scdcauten* und Tangentencoeffizienten enthält. 

§. 47. 

Die Reiliea für die Cofelu^nte und Gotangente. 

I. Auf ganz ähnliche Weise , wie wir im vorigen Paragraphen die 
Sekantenreihe aus der Cosinusreihe abgeleitet haben, läfst sich auch die 
Cosekante mittelst der Sinusformel in eine Reihe verwandeln. Zufolge 
der Definition von cosecx ist 

1 

cosecx = — — 
sinx 

oder, wenn statt sin x die gleichgeltende Reihe substitnirt wird, 

1 4 



cosec X 



~ % * 5 * 2.S.4.5 ~ • • • 
und hieraus erkennt man ohne Mühe , dafs die Cosekantenrethe mil dem 

Gliede - anfangen mufs \ aus diesem Grunde gehen wir darauf aus, nicht 
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cosecx selber, soodern das Produkt xcosecx in eioe Reihe ^a verwan- 
deln, deren erstes Glied nunmehr die Einheit sein wird. Aus der iden* 
tiachen Gleichung 

* 1 



X cosec X 



stn X 



folgt zunächst 

(,)xco«.x=i+(,_«^)+(i-^)'+0-^y+... 

was jedoch voraussetzt, dafs 1 weniger als die Einheit betrage 

Stil X ' 

und mithin ein positiver ächter Bruch sei. Diese Bedingung ist 

erfüllt, wenn x zwischen -^n und — n liegt, und wir haben daher der 
Gleichung (1) noch die Determination 

beizufügen. Vermöge der für sin x gelleMen Reihe geht nun die Glei- 
chung (i) in die folgende über: 

X cosec X = i H II 1- , — - — • • • I 

■^2. SV 4. 6~ 4.5.6.7 J 



+ ÄO-A + )• 



+ 

oder durch Ausführung der Potenziningen und durch Vereinigung der 
gleichartigen Glieder 

Ix» —X* 
X cosec X = i + • + — r + . . . 

;r > X ^ — n 
und midim dnreh Divisioa mit x 

— X — ^x" 

,„, 1.6, 15 . 

(2) cosec X =: 1- 1- — — — ^— - J- . . . 

^ ^ x~l.2~1.2.3.4* 

;ip > X ^ — n 

Hieraus geht hervor, dafs man setzen darf 

(3) cosec X = 1 * 1 2--^ — 7 + . . . 

^^ X ■ 1 . 2 T 1 . 2 . 3 . 4 ■ 

\ 

7t ^^ X ^> -"— Tt 

worin U^, U^, U^, ... gewisse C#effizienten bezeichnen, deren Bii- 
dungsgesetz tioch zu entwickeln ist. Diese Aufgabe liefse sich einfach da-* 
durch lösen, dafs man di« Gleichung {$) mit der folgenden 

12* 



• • « 
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sm X ^ — — + — — 

* 1.2.3'l.2.3.4.5 

nuttltiplizirte und die Coeffizieoten von x^^ x^, x^ elc. gleich NaH setzte, 
da linker Hand diese Potenzen von x nicht vorkommen ; man kann aber 
auf eine zweite kürzere Weise zur Kenntnifs der Zahlen ü^, U^, U^ ete. 
gelangen, und wir werden dieselbe auseinandersetzen, nachdem wir vor- 
erst die Form der Colangcntenreihe entwickelt haben i 
Multiplizirt man die Gleichung (3) mit der folgenden 

X^ JT* x^ 



cos X =: i 



"'"1.2.3.4 1.2.. .6"*"" 



1 . 2 

so erhält man nach leichler Reduktion 

283 

- X — jr» 

W1 3 15 

eoi X i=z — - — - — 2 — r- — ... 
.r 1.2 i . 2 . 3 . 4 

und zwar gilt diese Gleichung wie die in No. (3) verzeichnete nur für 

^ ^ ^ ^ — ^» 

Man darf daher, gemäfs der Formel (4), setzen 

i F.x r.a:» 

(5) cotx = * ^ 



... 



X 1.2 1.2.3.4 
» > ar ^ — ' jt 
wo es sich nun noch uü die Bestimmung. der Zahlen F, ^ F,^ F^ de. 
handelt. 

II. Was die in den Gleichungen (3) und (5) vorkommenden Coeffi- 
zienten tJ und V anbelangt, so lassen sich dieselben leicht auf die aus 
dem vorigen Paragraphen bekannten Tangentencoeffizienten zurückführen. 
Nach einer bekannten goniometrischen Formel ist nämlich 

cot z — 2 eot ^z z=z tan » 

und wenn man jetzt für cotz^ cot 2 z und tan z die gleichgeltendrn Reiben 

« 

1 1 
setzt, was unter der Bedingung « ^ 2z ^ — n oder -»^^z^* » 

erlaubt ist, so ergiebt sich auf der Stelle 

V^z V^z^ V^z^ 



1.2 1.2.3.4 1.2. 3.4.5.6 

" 1.2 '■1.2. 3. 4" 1.2. 3. 4. 5. 6'**' 
1 "^1.2.3 "■" 1.2.3.4.5 "^ " • 



und mithin durch Vergleichung der Coeffizienten von z 



««— i 



'^ 2»— 1 I ^ '^ g«— 1 m 

2« "^2« ~ "•-' 



und mithin bestimmt sich F,«., nach ddr Formel 
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Man hat ferner deti goniometrischen Satz: 

2 cosec 2 z — cot s =z tan z 
lutd mithiD ist durch Substitutioii der gleicbgeltendeu Reiheu 

fi*U^z 2* U^ z^ %^U^z^ 

1.2 "*~ 1.2. 3. 4 "^1.2. 3. 4. 5. 6'"*'* 
V z F z^ V z^ 

~ 1 .2^ 1.2.3.4 ~ 1.2.3.4. 5. 6" "' 

\ ■ 1.2.3 ' 1.2.3.4.5 "■ • • ' 

Die Vergleichung der Coeffiztenten von z''*"' giebl 

2** ü F 

%n ~ 2» ^'^^ 

Sabstituirt man dtii Werth von V^^^^ aus No. (6) und druckt naehber 
^sn^i durch T,«^! aus, so findet sieh ohne Scbwierigkeii 

2« 2** — 2 

Mittelst der Fornein (6) und (7) sind nun die Coeffizienten 17^^ (7^ etc. 
mid F, ^ F3 etc. auf die TaogentencoeflBzienten zurückgeführt und kön- 
nen demnach aus den letzteren, berechnet werden. 
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Die cyklo metrischen lleihen. 

§• 48. 

Die Arcnssinns - Reihe. 

Um eine Reihe zu entwickeln, welche den einem gegebenen Sinus 
entsprechenden Bogen finden lehrt, bedarf es nur eines Rückblicks auf die 
in §. 17. unter No. (4) gewonnene Beziehung 

(l) Ol — ■■ -| = Aresin x 

Wendet man nämlich das Binomialtheorem auf den Ausdruck 

I 



(l — o:«) 



«\ a 



an, was für ein acht gebrochenes .r erlaubt ist, so folgt aus No. (1) bei 
umgekehrter Stellung 
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Jrt*in X = 

und hier läfst sich die Quadratur der eingeklaminerten Reibe dadurch be- 
werkstelligen, dafs man von jedem einzelnen Gliede derselben die Qua- 
dratur bildet. Mit' Riickaicht auf die Formel 

erhält man auf diese Weise 

(2) Aresin x 

~1 ' 23 '2.45 "^2.4.67 +' ' 

Den Lehren des §. 36. zufolge gilt diese Gleichung so lange, als die Keihe 
rechter Hand convergirt ; diefs letztere ist ^er der Fall von o; :££ ---^ i bis 
:tr = -^ 1 , wie in §. 3S^. geeeigt wurde, nnd demnach haben wir 

X \ x'^ . 1.3 a.* 

(3) ^rc,^«.: = - + -- + ^-^- 

, 1 .3.5^ j^ 

+ 2.4.ftr "•■ • 

Setzt man Ärcsinx = 2^ so folgt umgekehrt x := sinz; dabei ist je- 

1 1 

doch zu bemerken , dafs z auf das Intervall 7t bis -I — n beschränkt 

bleiben mufs, weil wir uilter ATcunx=::iz den spitzen Bogen verste- 
hen, der x zum Sinus hat. Die Gleichung (3) lälst sich nach diiesen Be- 
merkungen auch in folgender Form darstellen: 

stn z ^ i sin^ z . 1.3 sin^ s 

(4) ^ =^ __ + -___ + ^-_.-- ___ 

, 1.3.5 svi^ z j^ 

1 i 

-n ^ j;i ^ — z:7i 

2 ^ ~ 2 

Wählt man den Sinus so, dafs der zugehörige Bogen einen aliquoten 
Theil des Kreisumfanges ausmacht, so könneii die Formeln (3) und (4) 
zur Berechnung der Ludolph'schen Zahl benutzt werden: Für jtr s^ 1 

1 1 1 

z. B. ist Arcsln x = -tc. für ar =s — = wird Aresin, x ±= -w und für 

2 ' V^2 4 

1 . 1 

.r = - ist Aresin X = -tt: diese Substitutionen <ceben uumittelbar 

2 o o , 
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1 _ « I ^ ^ 1 i . 5 1 - 1 . 5 . 5 1 . 
2''-T + 2-3+2T4-5 + im • 7 + • • 

1 _ i r , 1 I . 1 - 5 1 , T 

Jede von diesen Gleichungen kann zur Berechnung von n dienen ; am vor- 
theilhaflesten würde die letzte Formel sein, weil die in ihr vorkommende 
Reihe am raschesten convergirt. Doch werden wir im nächsten Paragra- 
phen bequemere Formeln kennen lernen. 

Um zu einer Reihenentwickelung für Arccos x zu gelangen , bedarf 
es keiner neuen Rechnung, sondern nur der Erinnerung an die Formel 

Arccos X = —n — Aresin x 

2 

man hat daher auf der Stelle: 

1 X 1 jr^ 1 . 3 x* 

(6) Arccos ^t:=g«-^-^_^_--^_j_^... 

\ ^ * 5 — 1 
oder für Arccos x = z und x = cos z 

i cos Z \ COS^ Z I . 3 CO** z 

(«) * = j» j 4^--2T4~5 •••• 

1 i 

2 " - 2 
Letztere Formel ergiebt sich auch unmittelbar aua No. (4), wenn man in 

dieser -n — z an die Stelle von z treten läfst. 
2 

§. 49. 

Die Arcustangeas - Reihe. , 

Die Formel , welche wir in §. 16. unter No. (7) kennen gelernt ha- 
ben, nämliih 



Q \ — i — : I = Arctan 



führt unmittelbar zu einer Reihe für Arctanx^ wenn man die Gleichung 

i 

i -f x« ■ ^ 

in Anwendung bringt, w«^ für acht gebrochene x erlaubt ist; man hat 

nämlich 

Arctan x = Q(\ — x« -f ^* — ^* + • • •) 

und wenn man die Quadratur der einzelnen Reihenglieder bildet 
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. Jpctan X z=: 1 :r- + -«" 

i 3 ■ 5 7 ' 

Diese Gleichung gilt zufolge der in §. 35. entwickelteo Salze ao lauge, 

als die Reihe rediter Hand eonvergirt; diefs ist der Fall von .r = — 1 

bis X =7 -|- i , und mithin haben wir 

(1) Jrctan a: = - — — + ^^ _-[.... 

1 = j: = — 1 
Für Arctan X =::^ z , also x = to9t z nimmt diese Reihe die folgende 
Form an: 



(«) 



tan 
1 


z 


t€Ul^ 

3 


1 


+ 


5 


5r 




\ 
4« 


^5 


» 




1 





* • 



Die Gleichungen (f ) und (2) bestimmen den Bogen mittelst seiner Tan- 
gente, wenn letztere die Einheit nicht übersteigt, und es wäre daher noch 
die Frage, wie man den Bogen finden kann für den Fall, dafs seine Tan- 
gente mehr als die Einheit beträgt. Hierzu dient die Gleichung 

2 X 

die in §. 6. entwickelt worden ist. Wenn nämlich x'^iy %o\9i - ^i^ 

1 
und nun kann man ArcUm - mittelst der Gleichung (1) entwickeln, in- 

X 

dem man - an die Stelle von x treten läfst. So wird 

X 

(3) Aretan 3r = -» — l-. :r. -=■ + -. ~r — •••! 

^ ' 2 Vi ^ 3 x» ■ 5 X* ) 

X % \ 

I 
oder für Arctxmx = z, woraus x = tan z und - = cotz folgt 



(4) 



1 fcotz cot^ z , cot^ z \ 



z ^ -» 

" 4 



Hiermit ist zugleich die Aufgabe gelöst , eine Reihe für Arccoi x zu ent- 
wickeln; da nämlich 



andererseits 



i 
Arcoot X = ~ » — Arctan x 

2 



Arctan - =z -^ n — Ar^ctan x 
X 2 
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Bo folgt durch Vergleichung 

t 

1 
(6) ^reeot x = Arctan - 

und es läfst sich daher jeder diirich seine Cotangeote bestimmte Bogen zu- 
gleich als ein solcher ansehen, der durch eine Tangente bestimmt ist. 

Die Formel (1) kann zur Berechnung von n dienen, wenn man x so 
wählt, dafs Arcian x einen aliquoten Theil der Peripherie ausmacht. Fär 
a: = 1 z.B. erhält man die Reihe 

* 11,11,1 

(6) 7-« = 1 1 ••• 

die jedoch wegen ihrer aufserordeotlich langsamen Convergenz zur Be- 
rechnung von n unbrauchbar ist. Eine rascher abnehmende Reihe eipebt 

1 1 

sich für x = --= , also Arctan x = -ni man findet nämlich 

(7) . = 2V^5(l -^, + -.1- _ _i_ + ...) 

Am vortheilhaftesten ist die Berechnung von n auf folgende Weise. Für 
aß ^i hat man 

(8) Arcian « -I- Arctan ß = Arctan , ' \^ 

■ 1 — ap 

Wählt man nun die ächten Brüche a und ß so, datfs 

ist, so machen die beiden Bögen Arctan a und Arctan ß zusammen den 
Bogen Arctan l = -^r aus, und indem man die Formel {\) für x = a 
und o; = /} in Anwendung bringt , ergeben sich zwei Reihen , deren 
Summe - » sein mufs. Aus No. (9) folgt aber 

1 — a 

^ ~ HF« 
und wenn man für a einen ächten Bruch setzt , so wird ß ebenfalls ^ I ; 

die Formel (8) ist jetzt 

Arctan a -l- Arctan — s — r= - « 
' 1 -J- « 4 

und unter Anwendung von No. (1) ergiebt sich hieraus 
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wo DUD o jeder beliebige posilive ächte Bruch seio darf ; für a = — 
z. B. wird 

woraus sich it sehr leicht berechnen läfst} man findet 

9tf = S,1416926&35.«.. 
Nicht minder leicht würde es sein , beliebig viele ändere Gleichungen 

aufzostelleui in denen - tc als Summe zweier Reihen erscheint; von allen 

derartigen Formeln ist jedoch die in No. (11) verzeichdete am bequem- 
sten , weil in jedem anderen Falle die Reihen nach Potenzen von weniger 

11. 
einfachen Brüchen, als es - und - Bind, fortschreiten. 

§. 50. 
Die Bedeatuug der imaginären Zahlen. 

Wenn man die in §. 4i. unter No. (15) und (16) entwickelten für 
jedes endliche x geltenden Gleichungen 

(1) ^' + r'' 

■ 1.2' 1.2.3.4 ■ 1.2.3.4.5.6' 
und 

~ T ' 1 . 2T3 "*" 1.2.3.4.5 "' 1.2. . . 7 ' 

mit den für cosx und sinx geltenden Formeln 

(3) «^^^ = * -r:^ -f- t./*5. 4 ~ 1.2.3 *.».» + • ' 

und 

je x^ X X 

(4) sin X T=. -I- ^ -L . . . 

^ ^ 1 1.2.3^ 1.2... 5 1.2..*7' 

vergleicht, so findet man in so fern eine auffallende Übereinstimmung zwi- 
schen ihnen, als die Potenzen von x und die darunter stehenden Divisoren 
in den Reihen (1) und (3) ebenso wie in dea Reihen (2) und (4) ganz die- 
selben sind. Es liegt daher der Gedanke nicht fern, die Reiben zur völ- 
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ligeu Coincidefiz z« bringen , iiidan man die noch wilftühriiche ContUmte 
k 80 wählt , dar« 

*« = — !, it* = -|- 1 , *« = -^ i , it» i= -f 1 u. s. f. 

wäre. Diese unendlich vielen Bedingungen , denen hier k zugleich genü- 
gen soll, reduziren sich aber auf die erste, weil aus der ersten Gleichung 
A:^ = — 1 alle übrigen von selbst folgen , indem man sie der Reihe nach 
auf die zweite, dritte u. s. w. Potenz erhebt. Die Gleichung k* = — i 
giebt nun 



k = V"— 1 

und da für diesen Werlh die Reihen in (1) und (3), ebenso die in (2) und 

(4) Rusauimenfallen, so müssen jetzt auch die linken Seiten jener Glei- 
chungen identisch werden; diefs gäbe 

(5) L = cos X 

(6) ^^^= = .i«x 

Verbindet man diese Gleichungen durch Addition und Subtraktion , nach- 
dem man die zweite Gleichung mit V — i multiplizirt hat, so folgen noch 
die Beziehungen: 

(7) c*V^-i z=i cos X '\- V^^\ sin x 

(8) e-'V^^ =z cos X — V"^^ sin x 

Die hiermit gewonnenen vier Gleichungen unterscheiden sich von allen 
bisher entwickelten Beziehungen in so fern ganz wesentlich^ als in ihnen 

die unmögliche oder, wie mau zu ffagen pOegt, imaginäre Zahl V — 1 
vorkommt) es betritt die Rechnung an dieser Stelle gewissermafsen ein 
ganz neues Gebiet, und es mufs daher die nächste Aufgabe sein, sich 

über die Bedeutung jener Zahl V^ — I zu orientiren, bevor inan weiter 
mit ihr zu recbnen sich erlaoben darf. 

DaCs der Versuch, den Cosinus oder Sinus durch Exponenzialgröfsen 
auszudrücken, auf etwas Unmögliches fähren mufste, hätte sich leicht vor- 
aussebea lassen. So lange nämlich k eipe mögliche positive Zahl becku* 
tet, isle^ eine Fonklion, wflcbe bei wachsenden x stets zunimmt und 
positiv bleibt, während e-^* immer abnimmt, ohne jedoch negativ zu wer- 
den. Hieraus folgt, dafs auch der Ausdruck 

(9) *(^x + e-»-) = l(e*-+*^) 

eine mit x gleichzeitig unausgesetzt wachsende und immer positiv blei- 
bende Funktion darstellt. Biese fiigenschatlen stimmen aber nicht zu 
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deaea des Cosinus, welcher im Gegeatheile eine periodisch zwischen 
-|- i und — 1 bin und her oscillirende Funklion bildet. Ganz ähnlich 
verhält sich die Sache mit dem Ausdrucke 



(10) 



Ä(^'— ") = f.(^'-^) 



welcher mit x ebenfalls gleichzeitig unausgesetzt wächst, ohne negativ zu 
werden. Es darf daher nicht befremden, dafs es keinen möglichen Werth 
von k giebt, für welchen die in (9) und (10) verzeichneten Ausdrücke mit 
cos X und sin x zusammenfallen ^ so Wenig wie man eine wellenförmige 
Curve mit einer krummen Linie von ungefähr parabolischer Gestalt zur 
Deckung bringen kann. Hiermit würde das, was über die Formeln (5) 
und (6) zu sagen wäre, erledigt sein, wenn sich nicht eine Bemerkung 
wiederholen liefse, die wir schon in der Einleitung gemacht haben. 

Für denjenigen, der nur positive ganze Zahlen und positive rationale 
Brüche kennt, also z. B. für jeden, der sich nur auf die Rechnungen des 
büi^erlichen Lebens versteht , sind irrationale Zahlen und negative Zahfen 
reine Unmöglichkeiten ; diese Unmöglichkeit ist aber , v6n einem höheren 
Standpunkte aus betrachtet, keine absolute, sondern nur eine relative, 
und sie läfst sich in der That durch eine Erweiterung des Zahlengebietes 

wegschaffen. Wenn wir nun die Zahl V^ — 1 eine unmögliche nennen, 
so ist diefs allerdings in so fern richtig, als es in der bis jetzt aufge- 
stellten Zahlenreihe 

keine Zahl giebt, deren Quadrat = -r- 1 wäre, und es also unmöglich ist, 
sie darin zu finden , doch wäre es auch in diesem Falle denkbar, dafs eine 
passende Erweiterung des Zableugebietes zu einer reellen Bedeutung von 

y — 1 führen könnte. Eine derartige Erweiterung kann aber in der 
Längenrichtung der Zahlenreihe nicht voi^enommen werden, weil 
bereits nacKgewiesen ist, dafs die Zahlenreihe von — oo bis ^ oo stetig, 
d. h. lückenlos verläuft, dafs sie also in dieser Richtung bereits alles 
Mögliche umfafst; es bleibt daher nur übrig, das Zahlengebiet seitlich 
zu erweitem , oder mit anderen Worten , das Zahlengebiet nicht ab ein- 
fache, sondern als Doppelreihe zu betrachten. Diese Bemerkung ge- 
winnt an Gewicht, wenn wir auf die Entstehungsweise der Zahlen zu- 
rückblicken. Ist nämlich eine Reihe gleichartiger Gröfsen 

... a, c , b , a, b, Cy dy ... 
gegeben, so dienen die Zahlen 

. . .— 3, —2, —1,0, -|- 1, +2, +3, ... 
um jenen Gröfsen ihre Stellen in der obigen Reihe anzuweisen , wefshalb 
man auch in vielen Fällen die sprechendere Bezeichnung 
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,. Ä_3, a_^y Ä_j, ÜQ, Äj, Ä^, 



H 



8> 



• • 



anwendet; die Zahlen sind demnach die Stellenzeig^^er der OrSbeB. 
Dabei ist jedoeh die stillschweigende VoraQssetzung' geimacht, dafs es mög- 
lich sei, die gegebenen Gröfsen in eine einfache Reihe zu ordnen; kom- 
men aber Gröfsen vor, welche sich einer derartigen Anordnung nicht fii- 
gen, wie %. B. die Glieder einer Doppelreihe, so reicht man natärbch mit 
den Stellenzeigern einer einfachen Reihe nicht mehr aus, und das Zahlen-.- 
gebiet mufs nun selbst zu einer Doppelreihe erweitert werden. 

Denken wir uns eine Doppelreihe von Gröfsen nach dem Schema 



... e', 2)', r, 85', «, », c, 3), e, . 

• . . j& , Uy Üy B y -^ f By Cy Dy Ey . 

... «', *', y\ ^y a, ^> y> ^y «I . 

. . • e, dy C y by tty ty Cy dy ßy « 

... t\ \>9 c', b', a, hy c, b, c, . 

und darin o als Anfangspunkt, so ist der Übergang von a und zu einer 
beliebigen anderen Grölse, z. B. @, auf sehr verschiedene Weisen mög- 
lich, man könnte in dem vorliegenden Falle die Wege aßyÖBEü oder 
txßylHS einschlagen, also von einer Stelle der Reihe aßy . .. aus in ver- 
schiedenen Richtungen fortgehen, um nach Q zu gelangen. Ist die Dop- 
pelreihe eine stetig erfüllte , so dafs also an jeder denkbaren Stelle eine 
Gröfse steht, so bilden diese Gröfsen zusammen auf dieselbe Weise eine 
Gröfsenebene, wie die einfache stetige Gröfsenreihe eine Gröfsen- 
lini 6 darstellt; wir.könnifin daher der Anschaulichkeit wegen die Sache 
unter einem geometrischen Gesichtspunkte betrachten, und es ist diefs 
ebensowenig eine Anwendung auf die Geometrie, als es die Verglei- 
chung der einfach continuiriichen Gröfsenreihe mit der Geraden sein würde.' 
Nehmen wir in Fig. i2 diis Gerade X'X fiir die Reihe . . . y^aßy . . . und 
den Punkt O fnr die GrÖfse er, so kann der Übergang von O zu einer be- 
liebigen an der Stelle JP« stehenden Gröfse dadurch geschehen , dafs man 
zunächst eine Strecke OM auf OX fortgeht und sich dann von M nach 
Pu wendet. Die absolute Länge von OM beifse or^ die von MP„ sei y, 
so ist im Ganzen der Weg x^-^-y zoHiekgelegt worden, wobei es aber 
noch eines Kennzeichens bedarf, um anzudeuten, dafs die Richtung des 
y von der des x verschieden ist. Zu diesem Zwecke wollen wir anter 
dem Zeichen yu eine Gerade OPu verstehen^ welche die Länge y besitzt 
und die mit ihrer anfanglichen Lage OP^ den Winkel P^MPu ?= u ein- 
schliefst. Der .zurückgelegte Weg ist dann 
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und sowie hier .r der SteUenzeiger des Puokles M oder der daselbst be- 
fiadliobeo GröTse isi, so bedeatet x^yu^^ Siellenzeiger des Panktes P«. 
Für « cp hätte man x^y^^ di» SleUeuEeigep von P^, qii4 da aoderer« 
seiU OPo sss o: 4* y >s^ so folgt 

(«*) yo «y «;=y•(+i)? 

ffir ?i s:; sr dagegen wäre ar -|- jf„ der Stellenzeiger von P^ , und da 0P„ 

=sx^^y, so ergiebt sich: 

(13) y^c= ~y 5=y .(_!) 

Man erkennt aus diesen Werlhcn y^:=zy . (-|- i) und y^^^ry. ( — i), 
dafs der allgemeinere Ausdruck yu aus zwei Faktoren besteht , deren er- 
ster y selbst, d. h. die Länge des Weges MPu ist, und deren zweiter 
von dem Winkel ti abhängt, indem er die Gröfse der Ablenkung u angiebt. 
Setzen wir daher 

(14) yu = y ./(") 

und suchen wir die unbekannte Funktion f{ti) zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke sei MPu^v eine zweite Gerade, welche mit OX den Winkel 
XOPur\v =^ u -\' v einschliefst und der Länge nach ebenfalls =y ist; 
man hat dann 

(15) y„+r = y . f{u-{-v) 

In so fern aber die Gerade y^^p ihrer Richtung nach um den Winkel v 
von y^ abweicht, mufs auch die Gleichung 

Vu-^v = yu . f(v) 
statt finden , indem man jf« als die ursprüngliche und yu^v ^Is die abge- 
lenkte Gerade ansiebt; durch Substitution vony« aus No. (14) verwsmdelt 
sich die vorstehende Gleichung in 

yu^v = y . /(«) . f{v) 

deren Vei^ieichung mit No. (16) zu der Bedingung 

f(u) .f(v) ^ f(u^v) 
führt. llieraCis bestimmt sich die Natur der Funktion /'(v); naob §• 2jb. 
ist aämlich 

/(«) — n^ 
wobei a eine X^nalaote bezeicbne.t, deren Werlh sieb leicht diiv«h die 
BMierkung ergiebt, d^fs die onnmebrige Gleiobitpg 

(16) yu Ä yfl" 

f&r u^s^n mit der Formel (13) zusajDimeofallen mufft. Mao erhält so 

y?r — y«* = y . (— t) 
und folglich ' 

• ■ '1 
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An« 4eF ^ieiuhniig (16) wir4 jekzi Termögo dieses Weribes voo a 



1 



(17). y„ = y[(— in" = y(-l)'' . 

1 
Isl dir AblenkuDgiwiokel ein reebter , also uwKzrn, so folgt 

(18) y^^ = y(-i)* = y^^=^ 

und es bedeutet demnaeh y V-^ i eioe Gerade , welcbe die Länge y be- 
sitzt, aber senkrecht auf ihrer ursprünglichen Aiohtang steht. Für 
OM =^ o; luid ein rechtwinklig darauf errichtetes MP :^ y Ui minmebr 

der Slellenzeiger des Punktes P oder der an dieser Stelle stehenden Grö- 

fse. Für w = - Ä wurde sich auf ähnliche Weise 

2 



s 



*i« = » (— *)* «= y (-^ 1) V— 1 SS _ y K— 1 



ergeben, wonach der Ansdrnck 



u^- 



als Slellenzeiger des unterhalb liegenden Punktes P' gelten mufs. 

In dieser Untersuchung liegt nun die reelle Bedeutung der mit dem, 
allerdings unpassenden, Namen imaginäre Gröfsen bezeichneten Zahlen. 
Auf dieselbe Weise nämlich , wie eine reelle Zahl x das Mittel ist , um 
sich eine bestimmte Stelle der einfachen Gröfsenreihe zu vergegenwärti- 
gen und vor der Einbildung festzuhalten, so dient die Zahl x -}- y^—i 
zur Fixirung einer bestimmten Stelle in der Doppelreihe von Grö'fsen ; se- 
tzen wir also z. B. voraus, dafs in der auf Seite 189 verzeichneten Dop- 
pelreihe € von a aus gerechnet an der Stelle x und @ von e aus gezählt an 
der Stelle y stehe, so ist ^ 

x-\-y^^ — 1 der Stellenzeiger von 6 
X — y V^ — 1 - - - e 

^^x-^y^ — 1 - ' - f. 



Zugleich ergiebt mh y dsfa die Zsblea -f* ^^ l ^^^ -^ ^-^ i ^^ die 
laterale Erweiterung des Zahlengebietes dasselbe sind , wie -|- 1 Und — 1 
für die longitudinale Fortsetzung desselben^. Während nämlich -f- 1 einen 
Schritt vorwärts (etwa nach rechts) in der einfachen Zahlenreibe a, /?, 
y, . . . bezeichnet und — 1 einen Schritt rückwärts (nach links), so ge- 
fichieht der Übergang von einem Gliede der Reibe a, j3, /, ... zu dem 
entsprechenden Gliede der darüberstehenden Reibe (z. B. der Schritt von 
ü nach D) mittelst der Zahl -|- \^ — 1 und der umgekehrte Übei^aug zu 
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dem eolsprecbenden Gliede der näehst tieferen Reifae {z. B. der Schritt 

von S nach;e2) milteist der Zahl — ^ — i. 

Was nun die Gleichungen (7) und (8) anbelangt, so liegt in ihnea 
eine wichtige Aofgabe ausgesprochen. Sie zeigen nämlich, dafs die Funk- 
tion e' in zwei neue Funktionen zerfällt, wenn die Variabele imaginär 
wird; diese Erscheinung kann aber keine vereinzelte sein. Da wir näm- 
lich durch die vorigen Untersuchungen genöthigt worden sind, das Zah- 
lengebiet zu erweitern und Zahlen von der Form x-^-y^ — 1 zu be- 
trachten, so müssen wir nun auch die Untersuchung der Funktion in dem- 
selben Maafse erweitern, wie diefs mit den Zahlen geschehen ist, d. h. 
auf die Betrachtung der Funktionen reeller Variabelen mufs eine Erörte- 
rung über die Funktionen solcher Variabelen folgen, welche von der Form 

x-\-y^ — ^ s*"*' ^^^ ^'® w^^ ^^^ Kürze wegen complexe veränder- 
liche Zahlen nennen wollen. So wie nun die Funktion einer reellen Va- 
riabelen mcistentheils wieder eine reelle (abhängige) Variabele ist, so läfst 
sich voraussehen, dafs die Funktion einer complexen Variabelen im All- 
gemeinen wiederum von complexer Form sein wird ; demnach darf man 
erwarten, dafs eine Gleichung von der Form 

bestehen wird, uud eä ist nun die Aufgabe, die Funktionen gf{Xy y) und 
^{^9 y) zu bestimmen, in welche eine gegebene Funktion f(z) zerfallt, 
sobald an die Stelle der reellen Variabelen z die complexe Variabele 

x-^-y^ — 1 gesetzt wird. 

AuEserdem liegt uns noch eine zweite Untersuchung ob. Wir wis- 
sen, dafs den verschiedenen Funktionen charakteristische Eigenschaften 

zukommen, der Potenz z. B. die Eigenschaft: x^ . y^ = {xyy'j der £x- 
ponenzialgröfse : a* . ay = a''^y u. s. w.,. für welche wir aber den Be- 
weis nur unter Voraussetzung reeller Variabeten geführt haben. Ob nun 
diese Eigenschaften ungestört bleiben , wenn complexe Variabele statt der 
reellen Veränderlichen gesetzt werden, das ist die Frage, von welcher 
die weiteren Fortschritte der Analysis' abhängen. Diese Frage läfst sich 
aker beantworten , wenn wir die vorhin genannte Aufgdle gelöst haben. 
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G a p i t e I UK 

Die algebraischen Funktionen mit complexen 

Variabelen. 

Die Tier GrandredmaogsArtea. « 

Da wir es bei alleo folgendeB Uniersiiehaiigen mit der imaginSren 
Einheit V — i (ein besserer Name wäre iai erale oder transversale Eäo* 
heit) zu thun haben , so mcjge diesdbe der Kürze wegen immer mit t be- 
zeichnet werden; fiir diese Zahl gelten demnach die 61eiohoi^;eB : 
... ||-a = -.l, i* = + l, !•= — 1, i« = + i, ... 

welche wir^ später häufig anwenden werden. 

Wenn wir ans daran erinnern , dafs jede Rechnung sich hauptsäch- 
lich mit Gleichungen beschäftigt, so mufs die erste Frage die «ein, unter 
welchen Umständen zwei complexe Zahlen x-^yi und | -|- tfi als gleich 
anzusehen sind: Nun verstehen wir aber unter zwei gleichen reellen Zah- 
len solche, durch die in der Zahlenreihe ^ne und dieselbe Stelle bestimmt 
wird, und es ist nichts natürlicher, als diese Definition auch für complexe 
Zahlen beizubehalten. Vermöge der Bedeutung der complexen Zahlen 
folgt. hieraus so^erch, dafs 
(«) « +. yt = I + fii 

ist, wenn zwischen den einzelnen reellen Zahlen or, S, y und 17 die 
Gleichungen 

(3) ^ = I , y = •? 

statt finden , da aaÜBerdem x -{- yi eine andere Stelle als I -|- i}t bezeieh- 
nen würde. Nach dieser Definition ist also eine Gleichung zwischen zwei 
complexen Zahlen nichts weiter als ein Complex von zwei Gleichungen 
zwischen reellen Zahlen, eine Bemerkung, von der wir häufig Anwen- 
dung machen werden. 

Die Addition complexer Zahlen bedarf nun zunächst einer 
Erklärung, da die Definition dieser Rechnung ursprünglich nur für reelle 
Zahlen geg^n wird und also nicht geradezu auf complexe Zahlen an<^ 
gewendet werden darf. Erinnern wir uns aber, dafs der Entstehung 
der Addition zufolge die Summe z -f- ^ die Zahl bedeutet, auf wel- 
che man stöfst, wenn man von der Stelle z aus um t Schritte fortgeht, 
so erhellt augenblicklich, dafs diese EiUärung leicht auf complexe 
Zahlen ausgedehnt werden kann; unter der Summe {x-\^yi) -}- (,l-f-n>) 

SeUftmilch Analyris I. zweite Aufl. |3 
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würde oämlich zu verstehen sein, dafs man von der Steile x-{-yi ans um 
I Schritte in horizontaler- hM d^nq um tj Scbri|te in vertikaler Richtung 
fortzuschreiten habe ; dabei trifft man auf die ^hl (x -|- £) -|- (jf -|- i})t^ 
und wir st^Nen daher üe - Gle idkung 

(4) (/r + yt) + ($ + V) == (^ + Ö + (y + nU 

als die Definition der Summe complexer Zahlen hin. 

Die Subtraktion ist das Umgekehrte der Addition, in so fern bei 
reellen Zahlen die Gleichunfp p — y = r bedeutet, dafs p =t: y-|~^' *®^" 
soll ) bebalten wir diese Dcfiniiiou ««verändert bei , so mimea vi der 
deicbiiag 

(jr + Vi) — (or + yt) «= « -f VI 
die beiden unbekannten Zahlen % «nd i> s« bestimml werden, dals die 
Gleichung 

jr+ Fl- = (X + yt) + (» + vi) 
statt findet; nach No. (4) ist dies^e einerlei mit der folgenden 

*J[^ Fl 3s: (x -j- W) -|« (y -^^ V) i 

und zufolge Dessen, was über die Gleichheit complexer ZAblen gesagt 
wurdve, ist weiter 

Ä^^^X'^Uf F55Sär4-i> 
milUn 

Vermöge ibeser. Werthe. habe» wir die Gletebung 

(5) (^+ Vi) — (X + yi) = (Jr— X) + (F^ y)i 

als Grund formel der Subtraktion compleixcr Zahlen. Vergleicht man sie 
mmI die Fotmel (4) mit den für reeUe Zahlen gdtendt» A^ditian«- und 
Subtraktionsregeln, so wird man finden, dafs die Rechnung j^i» ^aso 
geschieht, als wenn t ein raeUer Faktor wäre. 

fite MuUi:plik:aiion erfordert wieder «ii« aeiie Begiiff&beaAiai- 
mung, weil die ursprüngUohe firklärung dieser Operatioa nur ^f reelk 
Fttbtoren pabt. Da nun sobon bei der Addition und Subtraktion e«nH 
ptexer^Z&Ueo die au%esteUten De&nitioiieH ganz dieselben Resutlate lie- 
ferten, als wenn die vorhandenen Zahlen reelle wären, so ist es «miH^ 
türitehsten, die Definition der Multiplikation so einzurichüa, dafs hier 
dieselbe Übereinstimmung statt findet. Unter demProdukle'der eomptexen 
Faktoren x -\- yi und i-{- tß verstehen wir demgemäfa 4en Ausdruck 
(x^'-^y^) 4- {^V-\-y^)h welcher zum Vorschein kovunt^ wenn man jene 
Faktoren auf gewöhnliche Weise multiplizirt und beaebM, dafs t* c:? — i 
ist; die Gleichung 

(6) ix + yi) (J + 1^-) = (Ti ^yii) + {xn + JÖI 
enlbllt devinadi die DeKnition der JMuhjpiikation.^eompieKcar Zabton« 
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Die Division betrachten wir als die Umkebrung der MnlUplika- 

m . 

tion, indem wir unter — = 9 verstehen, dafs m=zjiq stin soll, bei 

V 

ruiUa 2«bliift wie bei conplextik Setz» mt abo 

wo II imd V mt noeh zu bestknmeade ZaUsa silid^ so folgi 

a: -f yt = (Jr+ Fl) (t* + w) 

. = (-^M — Yv) -f (Xv 4. r«)i 
and mitbin durch Vergleiefaong * 

Xu — Yv '=. X y Xv -\- Yu ^=1 y 
Aus diesen beiden Gleiebnngeft findet sieh, indto man sie nach tf nnd v 
aaflösi, 

^^ Xx-\-Yy ^^ Xy — Yx 

• ^* + y* ' ** + y* 

mithin dureb Sobatitntton 

Zu dieser Gleichung, welche die Definition der Division enthält, kann 
man auch dadurch gelangen, dafs man Zähler und Nemier des linker Hand 
stehenden Bruches mit X-» Yi moUiplizirt,. doch ist der ob^e Weg 
vorzuziehen. . • 

Fassen wir die bisher gewonnenen Resultate zusammen , so ergiebt 
Siiob daraus dieallgemeinq Regel, dafs die vier Grundoperationen auf com« 
plea^e Zahlen ganz ebenso wie auf reelle Zahlen anwendbar «ind , indem 
man die Gleichungen (1) beachtet» 

Es giebt übrigens noch eine zweite Weise , die Multiplikation und 
Division com^Iexer Zahlen auszuführen, und zwar Rundet sich dieselbe 
auf die Bemerkung , dafs jede complexe Zahl 3t •\- yl auf die Form 
r{f^os^-\-inn^ gebracht werden kann, wobei r einen reellen Paklor 
und eine reelle Zahl (als Bogen gedacht) bezeichnet. Sekten wir 
nämlich 

(8) ar -|- yi =z= r {cos ö -|- isin 0) = rcosQ-\- 1 ?• sin ö 
so (ßlffi dareh Vei|^ichiing 

reosB ^ Xf rsm^=sy. 
Aus diesen Gleichungen findet man zunächst r, indem man sie quadrirt 
und addirt, nämlich , 

(9) r* = ar« + y« oder r = V^ar« -f- y* 

und um 9 zu erhalten^ braucht man -nur die zweitie Gleichung durch die 
erste zu dividiren f ' dief^ gieh 

IS* 
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(10) ftw e = ?^ oder e = \^rctan x + kit 

wobei k eine In^liebige positive ganze Zahl bezeichnet. Hiermit haben r 
und 9 ihre Bestimninng gefmiden, «nd zwar neuit nan r dan Moduliia, 
9 das Argument und co« -f- t rinO den rednzirten Ausdruck der 
complexen Zahl x-^yi. Diese Transformation hat übrigens eine sehr 
einfache geometrische Bedentong, sie ist der Übergang fem reehtwinklt- 
gen Coordinatensysteme zu den Polarcoordinaten. Setzen wir nimlich in 
Fig. 12 OP=r, L MOP=s; 0, so ist 

jr = r cos 6 , y =^ rsm ^ 
und mithin 

X -{^ yi sss r (e9s 6 -|- iMtn ♦) 

Wenn nun zwei complexe Zahlen x -{-yi und x -{-yi zu multipli- 
ziren sind, so sei 

X ^ yt =1 r (cos $ -|- ism •) = r cös -|- i r «« 
X -f- yt :;= r (cos $-|-f««0)= rcas^-f-trsrnw 
man findet dann 

r (cos -|- tsin 0) , r (cos 0' -|- ism 0') 

= TT cos cos 0' TT SIH «« 0' 

-|- I \rr cos *i« 0' -|- TT sin co* 0*] 
d. i. nach sehr bekannten goniometrischen Formeln 

(11) r (cos -f- isin 0) . r {cos 0' -|- isin 0') 

= rr' [co* (0 -f- 0') 4- i'5i« (0 -f- 4)] 

In dieser Weise läfst sich auch leicht die Multiplikation beliebig vieler 
complexer Zahlen ausfuhren, indem man das vorstehende Theorem mehr- 
mals nach einander anwendet. Man findet so den allgemeineren Satz : 

Tj (cos ^i-\- isin 0^) . r^ (cos 0^ -|- 1 «Vi 0^) . . . r^(cos 0^ -\- isin 0^) 
= r^r^* . • r^ [cos (^ + Ö, + . . . + 0J + isin (0^ + 0« + .,. . + J] 
Auf ähnliche Weise kann die Division complexer Zahlen behandelt 
werden; multiplizirt man nämlich Zähler und Nenner des Bruches 

r (co5 -|- ism 0) 
r (cas^ -J- isin 0') 

mit dem Faktor —, {cos 0' — i sin 0') , wodurch der Nenner b die Biohmt 

übergeht^ ^o folgt 

— (eo* cos 0'' -|- sin «t» 0') 

+ —, {sin ^ cos^* — eos sin 0') 
und nach bekannten goniometrischen Formeln ist diefs 
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was sich ebenfalls leicht auf mehrere DivisoreB «nsdehtiea üefse« 

Die Poteannmg oomplexer Zahlen. 

So wie man in der Arithmetik der reellen Zahlen unter dem Symbole 
z*^ worin z beliebig und m eine gapze positive Zahl sein möge, ein Pro- 
dukt aus m Faktoren versteht » deren jeder =z ist, so möge auch . 

das Produkt bezeichnen, welches entsteht, wenn in dem Produkte 

(^i+i^iO (j^a+y««) («8+^8*) ••• (*«i+y»o 

sämmtliche Faktoren gleich werden, also 

■ ar^ =^ JT^ = JT, . . . = Xg| ^ X 

yi = y« = y» • = y« = y 

ist. Denken wir uns jeden der complexen Faktoren durch seinen Mod«- 
lus und sein Argument ausgedrückt, so verwandelt sich die Gleichung 
Tj (cm Ij ^ ism^i) . r^ {eas d^ -|- isin d^) . . . r^ (co* 0^ -|- 1 m 0^) 

bei gleichen Faktoren in die folgende: 

(1) [r (cos -f- 1 i«ff $)]• = r* (co* «0 -|-- isin m^) 

mittelst welcher die Potenzirung für ganze positive Exponenten jederzeit 
ausführbar ist« 

Verstehen wir ferner bei positiven ganzen p und q unter den beiden 
gleichgeltenden Ausdrücken 

9 t 

^(* + yif = (^ + yi*)« 

diejenige Zahl, deren gte Potenz gleich {a^-^-yif isXj so gelten folgende 
Schlüisse: es ist 

= [r (cos 8 -|- isin $)]' 
mithin nach der obigen Definition 

l 
= [r(co»e4.im0)]f 

oder bei umgekehrter Stellung 

(2) [r (CM 4- i'4»i 0)]t Ä r« [cos (^b\ + 1 5i» T^ 0^1 
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Vei^^ichi man dliese Formet mit der oiiter No, (I) ¥6i1b^cIimI«b, so kann 
man beide in der Weise zusammenfassen, dafs man sugt: für jedes posi- 
tive und rationale X gik die Oletohong 

(3) [r (cos e -|- tsin 0)]^ = r^ [cos XO -f t sin AO] 

Diefs läfst sich auch leicht auf irrationale X ausdehnen; da nämlich irra- 
tionale Zahlen als Gränzwerthe rationaler Brüche angesehen werden kön- 
nen (z. B. V^ r= Lim 1,41423...) 9 so braucht man nur X sich fort- 
während so verändern zu lassen, dafs es sich einer Irrationalzahl als 
Gränze nähert, um sogleich die Gültigkeit der i^^ormet (2) für irrationale 
Zahlen einzusehen. Die Gleichung (^) besteht demnach für alle posi- 
tiven X. 

Lassen wir in der aus No. (12) des vorigen Paragraphen folgenden 
Gleichung 



r {cos $ -|- i' «» ) r 

r^ an die Stelle von / und XO an die von 9^ treten, so folgt 

• • * . • - 

1 1 

r^ (cos A4 -f- tsinX^ r* 

oder durch Anwendung der Formel (2) auf die fiuke Seite 

' ' > ■ ■■■■ » 3» r(~^^ [eo* ('--• i^) 9 -4" ' *■• ("^ ^) ^1 

[r (cos ö -j- i sin 0}]* 

So wie nun unter z'^ der Ausdruck -^ verstanden wird , sö wrih» wir 

— j — -j mit (^-fyi>^ 

bezeichnen; es ist dann dieser Definition zDfdIge 

(4) [r (cos e + isin 0)}-^ = f^ [cos (_ A) 9 -f- / sin (— l) f] 

Die dritte und vierte Gleichung endlich können zu der für jedes reelle fi 
gelten^ep Foryiel 

(5) ^ [r (cos e -f isin 0)^ t= r^ (cOs fi9 + isin (a9) 
zusammengefafst werden, Welche anter dem Namen des Moivr ersehen 
Satzes bekannt ist. ^ Dieselbe lehrt die Potenzirung einer complexep Zahl, 
indem man für 






daraus erhält 

(«) (* + MtY 



Das Moivre'sebe Theorem liefert den Beweis, dafs die für reelle z 
und z geltende Eigenschall der Potenz 

auch für complexe Gruudzahlen gültig bleibt. Sind nämlich beide com- 
ptexe Zahlen auf die Formen 

r {cos 6 -f- t'sin ^) and / (cos ^ •{- (sin •') 

gebracht, so hat man 

[r (cos -^ isin $) . r {cos e' -f isin e')]^ 

==: |rr fco# (e + e') + t W« ($ + $')]|^ 

= (rry [cos ft (e -4- e') 4- I sin ft (0 + ö')] 

= r^r ^ (cos fir$ -|- I «« fiö) (cos ftO -}- i *i>i fiO') 

== [r (c(w e 4- 2>9Z «)]'* . {r (tos 8' -f i jrwi e')]/^ 

wo nun der Vergleich des eraien nnd letzten Ausdruckes jene Behauptimg 
reobifertigl. 

Eine brauchbare Anwendang des TheoreiMs (1) ist noch folgende. 
Die linke Seite der Gleiefaang 

(cos -f- 1 ^ •)* adb tos m^ *\' isin m^ 

werde nach dem Binomialtheoreme inr ganze positive Exponenten entwi- 
ckelt, was hier erlaubt ist, weil dieses Theorem niebis weiter als daa 
ausgerechnete Resultat einer m fachen Multiplikation bildet, die auf com- 
plexe Zahlen ebenso wie auf reete Faktoren pafst; man hat dann mit 
Rücksicht auf die Gleichungep i* = — 1 , i* = — i, i* = -|- 1 , i* == 
-\- i etc. 

m^ cos^ ^ — tn^cos """^ sin^ ^ + «4 cw"* * ^ **^* — * . . 
-|~ I [»i|.CM*~"' 6 sin ö — «I3 cos^'^^ $ mä* ^ ~|" ^* co*"*~* ö «ä* — . . .] 

= cos wO -4- I sin tnB 

und folglich durch beiderseitige Vergleicbong : . 

(7) oosm^ssim^ c«#*e — m^ cos^"* e sm^ + »»4 «w"f-* «11* • — . . . 

(8) «m mO = JR j coÄ*""* 9 «tn «-^ eiy flw**~*0 #*i» • *|- eij) co»*""***««* — . . . 

womit ein paar brauchbare goniometrische Formeln gewonnen sind; man 
kann ihnen auch folgende Gestalt geben: 

W — iTÄ == ^0 — ^« ^^^^ ^ -\- m^ ktn^ ¥ — m^ ian^ ^ -|- . . . 

,.^. sin M^ ^ -' . • > * * 

Wir werden später auf £ese Formeln zurifckkommen. 
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§. 53. 
Anfl^ong der Gleichungen 

X* ^ t und »• = 1. 

Eine der einfachsten Anwendangen , welche sich von den Sätsen der 
vorigen Paragraphen machen lassen , ist die Anflösang der Gleichungen 

n 

X* = 1 und jp"* = 1, 
d. h. die Anfsuchang ihr^r reellen und imaginären Wnnseln. 

I. Da die Wurzeln der Gleichung z*==:i im Allgemeinen auch ima- 
ginär sein können, so wollen wir 

(1) X = r (cos -f- rsin 0) 
setzen, wo noch r und zu beslimmen sind/ 

Da nun x* =: i sein soll, so folgt hieraus 

(2) I s r* (cof »• 4- ismn^) 

Diese Gleichung läfst sich leicht dadurch befriedigen, dafs man nimmt 

r = i und 11$ s== + 2im 

wo k jede ganze positive Zahl bedeuten kann. Denn man hat dmm 

r*=si, CO« 9i9 := 005 21:» = -|- i, sinn^ = sm^k9t = 0j wodurch 

sich die Gleichung auf die Identität I = r reduzirt. Aus nO = + 2ibv 

2it 
folgt aber 9 = + — ^r, fo^ich nadi (I) 

(3) s == <?*w — « + I *i« — « 

n — n 

WO nun k jede beliebige positive Zahl bedeuten kann. Hieraus scheint zu 
folgen , dafs es unendlich viel verschiedene Werthe für x und mitbin un- 
endlich viel Auflösungen der Gleichung (1) giebt; in der That aber ist 
diefs nicht der Fall, sondern die Anzahl der von einander wirklich 
verschiedenen Werthe von x ist nur eine begränzte und zwar =n. 
Man überzeugt sich hiervon leicht durch folgende Betrachtungen. 

Ist n eine gerade Zahl, so kann man die auf einander fo^nden 
Werthe von k in folgender Weise gruppiren: 



0, 1, 8, 3, 4, 


- 2 - 1 " 
2 *' 2 '' 2' 


i+1, i + «. 


... » — 2, a — 1, », 


«+1, »-f-S, 


2 *' 2 *' 2 ' 


'i+'.'i + '. 


. . . 2« — 2, 2» — i, in, 



u. s. f. 



■il imphito VariilteleB. Mt 

die sich auch so darstellen lassen: 

0, i, a, », 4, 5»... 2^^' i^^' 5* 

«Ji — /|— lY 2« — (5 — ^)' •• 2« — 2, 2/1 — i, «« 

r 

U. 8. f. 

Die erste Horntoiilalreihe giebt nuii for x Mgeade Weflfce : 

(4) 1 , cos —n-i-isin-n, cos -» + «*«»-», • - • 

^ ' n — n n — n 

n — 4 I . . »—4 n — 2 , . . n — 2 

. , . eos n-T t nn «, cos » + i «« », — 1 

n -— n « — n 

Nimmt man jetzt fiir k in (3) die Werthe der zweiten HorizoDtaireihe und 
bemerkt, ^alk immer cos (^n'J(^kn) = coshn und <äi029i + i&«) s=: 
sm hn ist , so erhält man der Reihe nach 

(n — 2 \ . . . [^ n — 2 \ »—2 t . . »— 2 

n J— \ n J n —, n 

a. s. f. 

d. b. man bekommt die schon gefandeuen Werthe von x in (4) noch 
einmal in umgekehrter Ordnung. Nimmt man für i die Zahlen der 
dritten Horizontalreihe, so erhält* man wieder die Werthe in (4), aber 
in der nämlichen Ordnung; stobstituirt man die ZaUeu der vierten RrÜM 
für Ä:^ so findet man wieder die Werthe (4), aber in umgekehrter 
Ordnung u. s. f. — Pa wir also durch weitere Forksetzung nichl» 
Neues erhalten, so haben wir für j:^ blos die in (4) aufgezählten, 
wirklich von einander verschiedenen Werthe, .deren Anzahl ii beträgt. 

Bemerkt man noch, dafs aus j:*^ssi fo]^ ar = Vi, ao können wir 
jetzt sagen: 

Für ein gerades n hat ^-{-i folgende n Werthe: 



eo» 
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(5) +1, -I- 

5 2 S 2 

COM -TC 4- i sm ^n, cos — » --^ i tim -tc 

fi ^ n n n 

4 4 4 4 

6 I \. . ft_ 6^ . . 6 

n ^ n ' n n 



n — 2 . . . n — 2 n — 2 . . « — 2 

cof n + i sin n , cos « — i «« tc 

n * n n n 

Für ein augerato » laMon sich die Wcrthe des iE; fdgeodenMifseti grofH 

piren: 

^.- « — 3 »—1 

0, 1, 2, 3, 4, -y-, — ^ 

«_1 n — 3 ^ 

ff — r , n -^ > • • • Ä — 2 , n — i 

2 ■ • «... 

i> « + 2, « -r -—j"** "T ä^ 

u. s. f. 

lliUeUi der Formel (3) bekoiimt man hier aas der ersten Uorizoiitaireiiie 
für X die Wcrthe: 

(6) 1 , cos — « + i' «ff - » , cos - ;? H" i' «ff -* TT , . .. . 

ff ' -~ . ff ff — ff 

ff— 3 , . . ff — 3 ff — I , . . ff — 1 

cos n -T i sm n , cos x-f- 1 stn n 

n — ff ff -*- ff 



• • t 



K 

—3 



aus der zweiten Horizontalreihe: 

A ff — 1 \ i . . /^ « — i \ « — i I , . » — i 

«w I 2»—- «I + t*i« 12» n\ =? €## jr+ /ü« 

\ ^ J — \ ^ ) n ~ ff 

e9i 1 2» ■■ — - «I "1" « «ff j 2» — TT I =?s CO« « + < «ff ^ « 

V. ^ J \ ^ J ^ " 

u. s. f. 

d. h. die nämlichen Werthe wie in (6) , nur in umgekehrter Ordnung, 
läienso würde man 'aus der dritten Horizontalreihe wieder die Wertbe (6) 
in derselben Ordnung erhalten n. s. f. Als wirklich verschiedeoe Werthe 
bleiben uns also blos die in (6j stehenden, deren Anzahl n beträgt. Wir 
können also folgendes Theorem aussprechen: 

Für ein ungerades n hat V^-|- i folgende n Werthe: 



( 



m ttmkmm Vatiibele«. 



(I) ^. I, . . 

2 2 2 . S 

eos ^7C -\- i sm -n, cos -n — i sin -n 

n * n n n 

4 4 4 4 

eos -n + I iin -n, eas -n — i sin -n 

n • n . m « . 

6 ... 6 6 .6 

cos -9C + t sm -7t, cos -n — t sm ^n 

n * n n , n 

• ••••••• ••••••••. 

n — \ - . , n — 1 n — I . . n — 1 

p^ .^ — IT -f* I «m 7Cy ees — - — iv^^a#fii % 

« , ■ H n n 

lo. allen FälleD, wo sich die Theilung des Kreises in 2» Tbeile geome- 
trisch ausfuhren iäfst, kann man die in (5) und (7) vorkommenden Cosinus 
und Sinus algebraisch ausdrucken. So erhält man z. B. aus (6) für n = 6, 

■ 

als die Werlhe von V^-|- ^ > 

+ i, ~ 1 

1 f 1 1 

eas -z 9t -I- I stn — 7t , cos -^pt -- i sin -r 7t 
3 ' 3 3 3 



2 2 2 2 
cof— « + !«»-»• CO»-« — i sin-zft 

3 ' 3 3 3 



d. i. 



4-1 — i 

Nimini van in Formel (7) « s= 5, «od heacbtei, dafs ams der Conalrak'* 
tion des regulären Fünfecks 

1 V^5 + ! 

coc - « »= — ^-T-« 

5 4 

2 4 2 4 

gcffiitttf^n wird, woraus man leicht cos 7 », cos - 7t und sin- 7t ^ sin - m 

5 5 5 6 

■ 

ableitet , so finden sich folgende Werthe für V^-|~ ^ * 

^ +*. 

~r~+ 4^ ^~*' —4 4 — * 

4 ■*" 4 '4 4 —* 
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II. Es hal nun aaeh keiae SchlnerigkaU, die Wnrzeln der allge* 
meinen Gleiehang 



x* = 1 



d. h. die verschiedenen Werthe der Wurzel ^(-4~ i}** 2u finden. Da 
nämlich 



n IM •- 1-1 

V^(-|^ D» = (+ D» ;= [(4- |)«J 



1 

ist, S6 braucht man nur die fär (-|- i^ gefundenen Ansdrücke auf die 
mte Potenz ku erheben, oder, was vermöge des Moivre'schen Theoremes 
auf das Nämliche hinausläuft, statt n in den Formeln (3), (5) und (7} 
nm zu substituiren. 

Da nach unserer Definition 

-- i 

(+1) - = 



(+*) 



n 



n 



ist, so kann man jetzt auch die Gleichung x "" = 1 auflösen. Es ist 
nämlich 



d. i. 



(J- I)« COS ff + { «ZJt ff 



2mk ^ . . 2mk 

cos n + z sm ff 

n * n 



woraus man sieht, dafs die Gröfse (4- ^) * d)^ nämKcheu » Werthe hat 

wie (-f- 1)«. 

Lassen wir m und n so ins Unendliche wachsen, dafs sich der Bruch 

— einer irrationalen Gränze ft nähert, so wird die Anzahl der Werthe 

von (-|- \Y unendlich und wir bekommen 

(-|- i)'^ = c<w 2 yikn + i sin 2f/^kn 

wo man nun für k alle möglichen positiven ganzea 2ahlen setzen kann, 
ohne jemals einem schon gefundenen Werthe zum zweiten Male zu be- 
gegnen. 

Hat man allgemein fiir ein beliebiges rationales oder irratioiiaiBs fi die 

Werthe von (« -|~ ßi)f^ zu bestimmen, so bringe ma» cr-^ ßi auf die Form 

(+ I) r (cos -|- i st» 6) 5 dann ist 



ttk tmufknäm Vatübelei* fiOS 

= (-|- i)/» r^ {cos fiO -f I«« fid) 
wo nian nun fSr r^ itn einen absolaten Werth dieser Grdfiie und für 

(-{- 1)^ das zn setzen hat, was wir-fiir die verschiedenen Fälle gefunden 
haben. 

§. 64. 

Auflösong der Gleichangeii 

ü. 

«•aas — 1 and «• «BS — 1. 

I. Da die Gleichung :r* = — I , worin n eine ganze positive Zahl 
bedeutet, auch imaginäre Wurzeln haben kann, so wollen wir 

(1) X z=z r (cos -f- 2 *M» ö) 

setzen nnd r und zu bestimmen sucheii. Da nun x* zs2 — i werden 
soll, so mufs auch 

r* (cos «• -rf- 1 nn »0) =s: — I 

sein. Dieser Gleichung kann man Genüge leisten, wenn man r = 1 und 

%$ = + {%k -|- 1) » nimmt, worin für k jede ganze positive Zahl gesetzt 

2k-\- i 
werden darf. . Es folgt hieraus = ^^ — -3_ ^^ mithin aus (I) 

(2) * = cos * — n + t sin — n» 

Da hier k jede beliebige .positive ganze Zahl sein kann, so scheint zu fol- 
gen, dafs es eine unbegränzte Menge von Auflösungen geben müsse. In-, 
dessen reduzirt sich ihre Zahl von selbst auf eine endliche Gröfse, wie 
man aus folgenden Betrachtungen sieht , die den im vorigen Paragraphen 
durchgeführten ganz ähnlich sind. 



i) Für ein gerades n kann man die WeHhe von k folgendermafsen 
gruppiren: 

n n 



*~i' "~(i~*)' • ■ ""*' 



i. 



n, «+1 "+(1-*)' "+(i~0' 

2«^— |, 2a — I- — ij, ... 2« — 2, 2« — I, 

U. 8. f. 

Setzl min f nr i: in Fonnel (2) die Wertbe der etsteo Horizoiitahreibe , so 
erhält man für x der Reihe nach: 
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n -^ n n — » 

» — 3 , . . » — 3 » — I - , . « — 1 

• ,,. c« — — — « + I #u»— ^— *-#^ fO» -— — IT + t j» —— 

« — « n — n 

Aus der zweiien Horizontalreihe erbalt man für x die Werthe 



CO« 



fW 



n J — \ n J n — n 

(n — 3 \ 1 . . /« n — 3"^ n — 3 . . . »—3 

n J - \ n J n — n 

u. s. f. 

d. h. die nämlichen wie in (3), nur \n umgekehrter Ordnun^i;. Die Wer- 
the von k in der dritten Horizontalreihe liefern für x die Ausdrücke: 

cos l2iK-l — »1 + ism \9ffA — n\ sis co$ —n +,i«ii-jr 
V * n J — \ «y «— n 

u. s. f. 

d. h. die Werthe aus (3) in derselben Ordnung. Auf diese Weise fort- 
gehend , findet man immer die nämlichen Werthe für x, die wir in (i) 
kennen gelernt haben, bald in umgekehrter ^ bald in derselben Ordnoog. 
Wirklich verschiedene Werthe sind also blos die in (3) , deren Anzahl n 

n 

ist. Bemerkt mAn noch , dafs aus x* =s — l folgt x = ^ — 1 , so kann 
man sagen: 



Für ein gerades n hat V^ — i folgende n Werthe: 

(4) cos -TC -J- ' «« - TT , COS -^ 7t l siu - Tt 

n ' n ^ u . • H 

3 ... 3 3 . . 3 

cos - jr + t stn — it, cos - « — t sin —n 

tt * n n n 

6 ... 5 5 . . 5 

cos -fc -\- i sttt —n, cos — » — i sm -n 

fi * n n n 



n — 1 , . . n — I n — I . . n — I 

cos 9r + t «2» »- JK, cos n -^ tsm » 

n ^ H n n 

welche sämmtlich imaginär sind , wie man ohnehin daraus sieht , dafs 
jede reelle Zahl , auf eine gerade Potenz erhoben , eine positive Gröfse 
liefert. 

2) Fiur ein ungerades « lastfen sieb die Werlbe vm Jr lo sckMlben^ 



( 

I 



n — :6 « — 8« n — i 

^^ * > * » ~ä~ ' 2 ' ' — sT" ' 

« — — j-"» « ^» « — 2, » — t, 

a.. s. f. 
Nimml man für k die Wertbe der ersten Horizonlalreihe , so ergeben sich 
nach (2) folgende Werthe von x; 

^' »-*- n ■ n -^ ' n 

n — 4 « . . « — 4 n — 2 , , .n — 2 

. . . eö8 7C "T t 8%n n, cos ■ jt -r e #t« — - — » , — f 

Aus der zweiten Horizontalrethe findet man: 



/ «—2 \,..f^ a— 2 \ «—2 , . . «—2 
CM I 3 s n\+isiu\27i nl^sz cos n + isin m 

cof I 2» : n; I -f" I *m I 2yr ;r I = coj « + 1 *üi •*- — n 

u. *s. f. 
d. b. die AnsdriSeke in (^, mit Ausnahme des letzten, nur in umgekehrter 
Ordnung. Die dritte Horizontalreihe für k würde für x genau dieselben 
Wertbe liefern, wie die in (5) schon gefundenen u. s. f. Ais wirklich 
verschiedene Werthe bleiben also blos die in (5) stehen und folglich kann 
maa sagen i 

Für ein ungerades n hat V^^i folgende n Wertbe: 
(6) . - 1, 

1 1 1 , . J 

eos -7t A- t sin - n, cos - n ^-^ i sin — n 

n ' n n . n 

. 3 ... 3 3 .3 

cos ^n + i sm ^n* cos -^n — i sm^n 

n * n n n 

5 ... 5 5 . . 5 

^ cos -% -^ t sm -n. cos^TV-r-tsm-n 

n ' n n n 



• •«••••• 



n — 2 , . . n — 2 n — 9 . »— 2' 

cos % + I sm » , cos n — i sm % 

n ■ n n ' . n 

von denen nur einer, nämlich — 1, reell ist. 

Auch hier ist es leicht, in solchen FäUen, wo sich die Theilung des 
Kreises in 2n Theile geometrisch construiren läfst, die Werthe der ein- 
zelnen Cosinus und Sinus algebraisch darzustellen. So erhält man z. B. 

für n = 4 aus (4) folgende Werthe von V^— i : 
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Vi^ Vi V% Vi 

und aus (•) fiir » =£ 3 folgende Ausdrücke für V — i : 

- 1, 



n 

II. Hat man die Gleichung j^ = — 1 an&iilosen, i. h. die Wer- 

the von ( — 1)* auCzusuchen, so braucht man vermögfe der Gleichung , 

1 • 

nur die. für ( — i)* gefundenen Werthe auf die mte Potenz zu erheben, 
oder, was das Nämliche ist, in denselben miTt für n.zü setzen. 
Ebenso findet man 

— — i i 

(-4) • = = = - 



(-1) 



n COS 



!L(Hi+l)« + ,-,^!!L(«Hii), 



n 



«(8*+«) _-r i„'„ rnjik + i) 

=^ COS — — — ^ 9K ^ t stn -^'—^—' 



n ' . n 



lit 
Läfst man m und n gleichzeitig so wachsen , dafs — sich einer Irralionair 

zahl fi als Gränze nähert, so wird 

(— 1)^ = cos (i{2k'\-i)7C ± I sin II (2k -f- 1) » 
wo nun für iE: jede ganze positive Zahl gesetzt wird» 

Um die Werthe von ( — a — ßi)f^ zu bestimmen , wo fi eine .ganz 
beliebige Gröfae bezeichnet , bringe man — a — ßi auf die Form 
( — i) r {cos -f- 1 m 9); dann ist 

(_ « _ ßtY — (_ 1)^ T^ (eos fiö 4- i sin iiB) 

wo nun für r^ der eine absolute Werth dieser Gröfse und für ( — 1)^ das 
zu setzen ist, was die Formeln dieses Paragraphen im speziellen Falle 
veriangen. 

§. 55. 

Das Theorem von Gete». 

Durch die in den beiden vorigen Paragraphen gefundenen Resultate 
ist es auch möglich , die Funktionen x* — -1 und x^ -{' 1 iii Faktoren zu 
zerfallen. 
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Da Aofsochang der Wurzeln Ton x^ — 1 =0 odfr a;* 4" ^ = ^ 
nichts Anderes als BestimmuDg derjenigen Werthe von x ist, für welche 
die Funktionen x^ — 1 und x" 4~ ^ ^'^i^ annulliren , so können wir hier 
die Lehren des §. 21. in An.wendung bringen, indem wir für f{x) einmal 
o:* — 1, dann jr*-|-^ 1 und für Xy, x^, x^y •., x^ die Wurzeln der 
Gleichungen jr* = 1 und x* =• — 1 setzen. 

I. Bezeichnen wir nun mit x^, x^, ... ar^ die Wurzeki der Glei* 
chung X* — 1 = , so ist nach Formel (3) §•* 21.: 

X^ 1 z=: k{x — ' JTj) (x — X^) . . 4 {x — X^) 

Die Gröfse k mufs hier = 1 sein, weil x* den Coeffizienten 1 besitzt und 
bei wirklicher Ausführung der Multiplikation k der- Coeffizient von x^ wer- 
den würde. 

Setzen wir nun für x^, x^, • ^ , x^ ihre Werthe aus (pi) und (7) 
in §• 53. und führen die angedeuteten Multiplikationen blos für zwei 
neben einander stehende Wurzeln aus, so erhalten wir, unter der Be* 
merkung, dafs 

lar — eo* — w — i#tit — n\ \x — cos — it -f- t m — n\ 
■ \ ^ . ^ J \ n *y 

±= I o: — cos — »I — 1 1 *üi — Tt\ 

2k 
r= jr* — 2 jr cos — ä + 4 

n ■ 

ist, Folgendes: 

Für ein gerades n 

(1) j:» — 1 

= (x* — i) I ar* — 2ar CO* - ^ -f- 1 j 1 *• — 2x cm - « -f-, I I ... 

... I ** — 2x cos « -(- 1 j 

und für ein ungerades n 

(2) . ^ X» — 1 

= (x — \) Ix* — 2xco#-«-4"M {** — 2xco*-;if-(-ij ... 

... Ix* — 2x CO« . "^ "f" * I 

X 

Setzt man hier - ^ x und midtipUzirt beiderseits mita^^ so ei^ebt 
sich noch:. 

ScUtaiflek Analyris I. iweite Anfl. * ^ |4 
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Für «in gtride« n 

= (jr* — a*) Ix* — 2ax co# - » -|- ä* 1 Ix* — Jux co# - « -|- «• 1 . . • 

... I X* — 2<Kr cos « -^ II* I 

imd für rk «agemideB n 

(4) *• — «^ • 

= (x — «) j X* — 2ax cos -n -\- a*\ Ix* — 2iix coi - « -|- a* ■ ... 

... ix* — "Äflx ro* » -|- a* I 

f I. Stwas ganz Abfiliches läfol sieh für die Pnnktioii jr* -f- 1 lei- 
sten. Beaieichnet man mit x^, x^^ , . . x^ dit Wurzelo der Gteichung 

X* -f- i = (x Xj) (X Xj) ... (x — x^) 

Mulllplizirl-«iaii ki «Dseren Falle Je 'zwei neben einander stehende Wer- 
Ihe von x in den Formeln (4) und (6) des vorigen Paragraphen nnd be- 
merkt, dafs 

{ 2it+i . . 2*+l \f 2^-fl , . . 2Jt+i \ 

I X — cos — 7t — tsin — TT I I X — cos — n-f-t stn — -— yr I 

\ n n J \ n ^ n J 

( 2Ä+1 \* /. . 2^+1 \* 
= Ix — cos — iti — I { sin = — n I 

= X* — 2x cos — n + 1 

n 

ist, s# iPrhäU man: 

Piir ein gerades n 

(5) X* 4- 1 

= j X* — 2x CM - Ä -|- 1 j j X* — 2x eof - « -^ 1 I . . . 

... I X* — »• 2x ro^ ^ "1" * I 

und für ein ungerades n 

(6) X* -f 1 

«= (*+^) («* ---«are» *w-f 1^ |x* — 2x t>o* -« ^^ t^ ••. 

... Ix* — 2x coi — i. — w -J- 1 1 



j 
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SeM man ooch - an die Stelle ven x mti mtiHipIizirt beiderwHs Ml ti^, 

so ergiebt sich: 

Für ein gerades n 

(7) :c* 4- fl* 

= I ar* — 2ax co* - « -|- a* | | «* — ^ ^ax cö* - » -(- a* J ... 

I 

... Ix^ — 2ax cos JT -J- a* r 

und ffir ein oogerades n 

(8) o;» 4. a»* 

z= (x-^a) yx* — 2ax coi - ;r -|- a* j ja;* -7- 2ax cos -Jt-^-a^l ... 

... I ar* — 2ax cos n -j- a^\ 

Die Sätze (5), (4), (7), (8) lassen sich auch geometrisch inter- 
preiiren upd in dieser Gestall wurden sie zuerst tor Coles'(f 19111) 
anfgeslelh. 

Tbeik man nämlich die Peripherie eines Kreises, vob einem Punkte 
M ders^en ausgehend, in 2n gleiche Theile und sieht von emen Mke 
big^ auf dem Durchmesser MC genommenen PunKte O Gerade naek atttt 
Tbeilpunkten, so ist das Produkt diler Strahlen gerader Nummer: OM* 

-n n 

OM^ . OM^ . . . = CM — CO y wenn der Punkt O innerhalb des 



— n 



Kreises und = CO — CM ^ wenn er aufserhalb desselben liegt und 
das Produkt aller Strahlen ungerader Nummern; OM^ . OM3 • 0^5 . 1 • 

in jedem FaUe = CCi" + Cm\ 

Wir wollen den Fall, wo der Punkt O aufserhalb des Kreises Uegl, 
zuerst betrachten,, weil er sich unmittelbar an die Form der Gleichungen 

(3), (4), (7), (8) anschliefst. 

Für CO=x, CM = a ist in Fig. 13: 



:2 . ■r^-=:2 



OM^ = OP + M^P = (X ^ fl ew PCM{^* + {a sin PCM^)^ 

= X« — 2ax cos PCM^ -J- ^* 

• 

Da aber der Kreis in 2n Theile getheilt ist, so haben wir PCM^ =: 

27t 1 

-— = -«, foldich 
2n n ^ ^ 



2 1 

GM: = 4P* — 2ax eos -7t 4- «* 

w ■ 



14* 
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HieriMS fladei man auch die Werthe von OM^ , OM^ u. s. f., wenn 

man statt des Winkels PCM^ der Reihe nach PCM^, PCM^ u. s. f., 

2 3 . , 1 

d. i. ~9r, -9c etc. an die Stelle von -sr setzt. Es ist überhaupt, wenn 
n 9t 91 

OMk irgend einen der Strahlen bezeichnet, 



OMh = *• — 2itj: CO« - fs -1- o*. 

Da aber der Kreis in eine gerade Anzahl von Thoilen zerlegt ist, so ent- 
spricht jedem nach einem Punkte in der oberen Hälfte gehenden Strahle 
ein anderer ihm gleicher in der unteren Hälfte; so ist z^B. in unserer 
Figur, wo 2n = 10, OM^ = OM^, OM^ = OM^, OM^ = OMj 



etc., überhaupt OMk = OM2n^k* Statt OMi ^ OM^ etc. kann man 
abo auch OM^ • OM^, OM^ . OM^ etc., überhaupt OMk • OM'im^k 
setzen. Mithki wird 

h 
(«) OMk . OM'i^^k = *« — 2äx CO* - « 4- Ä«. 

Man erhäh hieraus ndch unter der Bemerkung, dafe 0M= OMq = OM^^ 
ist, für A: = OMq =:x — a; für ä: = n hat man auch OM^ = i; -f- a. 

I. Setzen wir 2: = 0, 2, 4, ... n^ wobei n als gerade ange- 
nommen wird, so ei^ebt sich durch Multiplikation aller entstefaeodeo 
GMchungen 

OMf, : OM^ . OM^ . OM^ . . . 0M^__^ . OM^ 
= (x — fl) I jr* — ^ax cos -n-^-a^X Ix* — ^ax eo* - « -rf- a* ■ ... 

- . . I jr* — 2äx uo* » -f- a* I (* 4r •) 

d. i. weil das erste und letzte Glied x^ — a* zum Produkt geben, nach 
Formel <3) 

(2) OM^ . OM^ . OM^ . . . OM^^ OM^ = x* — ä» 

Wäre n ungerade, so setze man in (1) X: = 0, 2, 4, ... n — 3, n — 1, 
so wird 

OM^ . OM^ . OM^ . . . 0M^_^ 
e= (jT — «)i«* — ^ax cos - ;r -|- ö* j I jr« — 2«* co* -jp-f"** ) • • • 

... ix^ — ^ax cos w -|- Ä* I 

also nach Formel (4) 
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Es ist milhin immer das Pcodakt der StrahleD gerader Nummer = 



CO —CM . 

II. Für eiu gerades n setzen wir in (1) 4=1, 3, 5, ... n — I, 
dann ist durch Multiplikation aller entstehenden Gleichungen 

= I JT* — 2ax CQS - ;r -|- fl* j Ix^ — 2ax cos -n -\- a^\ ... 

r « 71—1 , „\ 
... Ix* — 2ax cos » -f" ^ I 

= ar** + Ä* 
Für ein ungerades n nehme man Ar= i, 3, 5, ... n, und beachte, dafit 
OJIf ,» = a: -f- a ist, so wird 

OJf 1 . OM^ . OMg . . . OiT^, . OM^ 

= ix^ — 2ax cos -7C -{• a^\ Ix^ — 2ax cos - n -{- a^\ ... 

(ff — 2 ^ 

X* — 2ax cos Jt -j- fl* I (x -|- a) 

= x« + «• 

Aiithiu ist immer das Produkt der StraMeii ungerader N^ammer = 

CÖ*-\-CM*. 

Liegt der Punkt O im Innern des Kreises ^ so ändert sich blos die 

Betrachtung in L Statt dafs nämlich oben OM == x — a war, wird es 

k 
jetzt =1 a — X. Die Gröfsen x* — 2 aar cos - w -^ a* ändern ihre 

Werthe nichts und es besteht daher der ganee Unterschied darin, dafs in 
den Produkten das erste Glied a — x und nicht x — a ist. Diefs redu- 
zirt sich aber leicht auf den obigen Fall , wenn man für a — x setzt 
— {x — ä). Der Werth des Produktes ist dann entsprechend — (x^ — a"), 

d. h. a* — x^ = CM — CO ^ wie im Anfai^ behauptet wnrde: 
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C a p i t c 1 UV. 

Die Exponeozialgröfsen und Logarithmen mit 

compiexen Variabelen. 

§. 5$. 

Definitioa der Exponenzialgröfse. 

< 

Nachdem wir alle die Beziehangen erörtert haben, welche sich an 
die Potenz mit complexer Basis Icnupfen, müssen wir nun die Potenz 
mi conplazem Exponenten, d. h. die ExpöBenzialgrö&e uatersuchea. 
Die erste Frage ist hier wieder die, welche Bedeutung das. Symbol ä^^ 
haben soll, und wir befinden uns dabei in denselben Falle wie früher; 
weil nämlich die Definition von a* schlechterdings nur auf reelle z pafst, 
so würde' es frei stehen, für a*"^^ eine ganz neue Erklärung zu geben, 
die nur der Art sein müfste , dafs sie für t£ = mit der gewöhnlichen 
Auffassung von a* zusammenfiele. Um aber möglichste Einheit in den 
Calcül zu bringen, gehen wir auf die Lehren des §. 8. zurück, denen zu- 
folge daa satürfobe (LKponeazialgröfise e* miUebt der Formel 

^ = Lim l^^l + ^j J, « = 00 

aus der Potenz abgeleitet werden kann. Demgemäfs möge die Definition 
der natürliche^ ExponenzialgrÖfse mit complexer Variabelen dnrch die 
CikichiiBg 

(i) ^^^ = Lim FA + ^-)''l» <b a= 00 

gegeben sein, und es ist diese Definition vollkommen sicher, weil der 
rechter Hand befindliche Ausdruck nnr eine Potenz enthält, deren Bedeu- 
tung unter allen Umständen nach den Lehren des §. 52. bestiibmt werden 
kann, lita diefs sogleich genauer zu erörtern, sei 

+ / -I- Ui m t , u . 

-31— = iJL.LA,^i—n{cos^A- isin &) 

09 ■ CD ■ (ö ■ 

SO findet man 



(«) 



-V{'+i)'+&-['+~+-t^1 



(3) tan^ =: 



u 

09 






und vermöge der so bestimmten Werthe von q und %^ ist 



c«+«* = Lim [(^ (cosd' + f sin «f»] 
oder 

(4) e'+«* = Lim (q^) . Lim (cos ©^ -f- i* sin iö^) • 

Uuterauchen wir nun einzeln die beiden rechter Hand «ngedeiUeten Giüm- 
werthe. Nach No. (2) ist 

und wenn wir den Ausdruck 1- -— ~ — kurz mit ä bezeichnen, 

t 

d. i. vermöge der Bedeutung von i 

^« = [(1 -I- «)*] ^- 
Fuf unendlich wachsende c» convergirt d gegen die Null, es \^i dann 

jLtm (1 + d)^ = e und Li)n ^* ]^ "* = 

mithin 

(5) Lim ($*) « e* 
Ferner hat man in- Beziehung auf o^ 

% u . 



fUf^ 2-5 . fipy <^ -ES 



4an -& * tand' * ^ t 

Bei unendlich wachsenden co nähert sich '9, wie man aus No. (3) ersieht, 
der Gränze Nnll, man hat daher 

Lim — ^-r = 1 and Lim *^— = u 

folglieb 

(6) Lim (m0) xaz u 

Benutzen wir die GleiebuJigen (5) und (0) zur Transformation von No. (4)^ 
'so lautet jetzt die DeGniäon der natürlichen Exponenzialgröfse mit com- 
plexer Variabelen 

(7) c*+»* = c* (cos u -^ isinu) 
Für t = reduzirt sich diese Gleichvng auf 

(8) ^' = CO* « -}- isin u 

übereiiMlimmeQd mit Dem , waa wir durch Veiigleichung der £xp«iitBsial-* 
reihe mit der Cosinus- und Sinnsrrilie geftioden «haben. Die d^ige von 
der Theorie der Reiben OMikimogige Bferkdtong desselb'ea Satzes zeigt 
seiije eigtotliche Bsdeotiuig, w^kbe fchr eiofaeh dmn besteht, deb «mt 
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ein Spezialfall der DaUugeinirsen Deinilion von «c-**«" ist. -^ Es ver- 
dient übrigens noch bemerkt zu werden, dafs der Ausdruck (8) zuglmcfa 

den Ablenkungsfaktor (-^l)* darstellt, den wir in §.^0. kennen gelernt 
haben; es ist nSmlich 

— 1 = eos Tt -^^ i sinn 
folglich unter Anwendung des Moivre'schen Theoremes und der Formel (8) 

(—1)* = co8U:\- i$in u z=z <?»« 
An diese Bemerkung lassen sich unter Anderen verschiedene Untersuchun- 
gen der ebenen Geometrie anknüpfen , auf die wir hier aber nicht einge- 
hen können. 

Aus der Definilioii in No. (7) erkennt man leicht, dafs die in der 
Formel 

ausgesprochene Eigenschaft der Exponenzialgröfse auch für comple;ice Va- 
nabele gültig bleibt; mun hat nämlich 

^+»f , ff^Wi z=z €^ (cos u -|- isin u) . e^ i^os u -|- i sin u) 
qnd nach dem Theoreme von Moivre 

= 6*+^ [cos {u -|- u) -\- i sin (« -f- w')] 

= c(t+l')+(u+ti')» 

indem man die Gleichung (7) rückwärts für t -f- f" und « vf- n statt i und 
te in Anspruch nin^t. 

So wie durch die Gleichung (1) die Pefinition von e''*'"* gegeben ist, 
so würde entsprechend 



««+*-* = /;«,r(i+^i±:^)"]. 



ca ?:^ oc 



sein, wobei h eine canstante reelle Zahl bezeichnen möge. Behandelt 
man den rechter Hand stehenden Ausdruck ebenso wie vorhin , so tritt Ü 
an die Stelle von t und Im an die v<Hi^e; diefs giebt 

(9) «**+*«< — ^^cos (ku) -f i sin (ku) \ 

d. i. bei umgekehrter Schreibweise 

(10) (tf^+»»)* = e(*+««*)* 

woraus man erkennt, dab die bekannte Eigenschaft der Exponensialgröfse 
(e*)* == ^ auch für complexe z besieht. 

Durrii das Vorige, erledigt 3il$h die Theorie der natürHeheo Ex- 
ponenaäpilgröfse mit complexer Variabelen, and es bedarf cteher noch ejiier 
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UntersachoDg über die Exponenzialgrdbe mit beliebige Basis. Nun ist 
aber fSr reeHe z ^ 

a* = c*'« = Lm j M -f- — | j , m = <x> 
und demgemSfs verstehen wir unter a^"^^ den Ausdruck 

oder zufolge von No. (9) für k =: la 

(11) «*+«« = a* [cos (u la) -f i sin (u la)] 

Vermöge dieser Definition wird man sich auf ähnliche Weise wie vorhin 

sehr leicht überzeugen , dafs die Eigenschaften 

a* . a'^ = flf+*' und (ä*)* = a'^ 
auch fiir complexe z ihre Gellung behalten. 



§. 57. 

Auweadungea der vorigea Satse. 

Bezeichnen wir zur Abkürzung e*"' mit p und er^ mit f ^ so ist 

(1) p :=z CO0U -\-' isin «, y = «ö» u — i sin u 
oder auch durch Addition und Subtraktion 

(2) , 2co* « sss p -^ q, 2isin u s:i p — y. 
Femer ist nach No. (1) 

(3) pq = cos^ u -|- sin'^ k = 1 
und 

(4) /i'* -J- jT^ = 2 CO« ^^ , y* — ^ = 2 1 #iJB fitf . 

Mit diesen Gleichungen läfst sich auf folgende Weise operireu. 

I. Durch Patenzirung der Gleichung 2 cos le = j9 4- 9 ergiebt sich, 
wenn n eine beliebige ganze positive Zahl bezeichnet: 

(2co5«r« = (2«)o;>**+ (2«)i;i«*-*y +'(2«)a;^«— »7« +... 
Die Gliederanzahl. rechter Hand ist 2tt-j- 1 und das mittelste Glied 

aufserdem kommt jeder Binomialeoeffizient zweimal vor, weil (2ik)o ^=^ 
(2«)^, (2n)| = (29t)2f^_, u. s. f.; vereinigen wir nun die von. Anfang 
und Ende gleich weit entfernten Glieder, so ist auch 

(2ca« «)«• = (2«)o C/^*« + vf") + (2«)i (/^*-' + y**-"0 (pq) 

+ (2:«)a o»;^-* +y^-^)(/vr + 

+ (2 «)•-, (p^ + ^^) ( wr-^ + (2»), (/«^r 

Unter Rüeksieht auf die^ Ctteicbuiq^en (S) und (4) ergiebt sieh <hirch nach- 
berige: Divifton mit 2 
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(6) a*»^» cm** u 

= (2«)^, co# 3ii » -f- (2«)i cos (2« — 2) tt -|- (2«)^ eos (tu — 4) « 

1 
+ . . . -I- (2«)^_, c<w 2« + 5(2«),- 

Auf ganz gleiche Weise läfst sich ein Shnitehes ResaHat aUeheii , tndem 
man die Gleichung 2cosu=P'{-q aaf die (2n-|- l)te Potenz erhebt. 
Die Gliederanzahl rechter Hand ist dann 2n-|--2, jedes Glied kommt 
zweimal vor und man findet so: 

(6) 2** cos**^^ u = 

. . . -|- (2« -j- l)n_, cos Su -\- (2n -f- 1)^ cos u. 
So hat man z. B. nach den Formeln (5) und (6) 

2* cos* u = cos 2« -|- 1 
2^ cos^ u = cos^u -|- ^ cos u 
2' cos^ u = eoslku -|- 4 «0^ 2« -f- 5 
2^ eo5^ u =5 0o«5« -f- 5 eo#3ti -f« 10 eo5 u 
2^^ eos^ tt = üof 6tt -f- 6 eo#4tf -|^ i6xaf 2« -|- 10 

u. s. w. 

« 

II. Die Gleichung ^isinu =p-:-^ gestaltet eine völlig ähnliche 
Behandlung, indem man auf die Formeln (3) und (4), wie rorbiii, Rück- 
sicht nimmt und i*» = (— 1)», i«»*' = (— ifi setzt. Durck Erhc- 
bung auf die Potenz 2n findet man so: 

(7) (— l)»«««»« 

= (2«)o cos^n u — (2«)i cosi^n — 2) « -f- (2«)2 «>* (2« — 4) « — ... 

... + (— 1)*-^ (2a)n^, C05 2« + (— D* i (2ii)^ 

und durch Erhebung auf die (2it-|~ ^)^^ Potenz: 

(8) •(— |)*2**«V*+'m = 
(2«+l)^m(2Ä+l)tf— (2«+l)jm(2»— l)tt4-(2«+l),w(?^--^ — ... 

...+ (— 1)*"' (2« -|- J)^_j «« 5if + (— 1)* (2« + 1), *i« M. 

Nach diesen Formeln ist e. B. für n s=s 1 , 2 , 3 

— 2* sin* u == cos 2« — 4 ' 

— 2? sin^ u =:: stn 5u — 3 sin u 

-f- 2^ ««* » = (^4ar-*- 4 eo«2ii -|- 3 

-^ 2^ «iVi^ 1^ s=: «m 5k — 5 «tn S",'^': iO.nVt« 

— 2* ««• tt = co5 6tf -** 6 c«4« 4~ ^* CM:2tt — 10 

u. 8. w* 
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§. 66. 

Die complexen LogftrithineD. 

Nach der gewöhnliehen DeBnition des Logaritbmüs beifst z der L<^a* 
rithme von Z, wdon die Crleiohung 

statt findet; behalten wir diese Defioiliop fiir complexe Variabele kti^ 
so ist 

wenn umgekehrt die Beziehuag gilt: 

(2) fl'+«* = X + yi 

Aus dieser Definition des Logarithmus einer complexen Zahl geht unmit- 
telbar hervor, dafs alle Eigenschaften der Logarithmen bei complexen 
Zahlen ebenso wie bei reellen Zahlen gelten; so hat man z. B. 

(3) ^-^ui^^logix' + y'i) 
weoD 

(4) «*'+«'* = * + yi 
DoTich Addition der Gleichungen (!) und (5) ist aber 

(^+^) + (« + «)« = «%(jr + yO + ""logix^yi) 
ferner durch Maltiplikatiön der Gleichungen (9) und (4) 

fl(t+f ) + {u-^ur)i = (a: + yi) (X 4- yi) 
mithin 

(^+ 6 + (« + u) i = ♦% [{X + yi) (X + yV)] 
und wenn man diefs mit dem Vorhergebenden zusammenbih, so erkennt 
man leicht, dafs die in der Gleichung logz -{- logz = log {z:ii) ausge- 
sprochene Eigenschaft des Logarithmus auch für die complexen Variabelen 
zz=z X'\-yi und z zszx -\' yi ihre Gültigkeit behält. Auf ganz gleiche 
Weise würde man sich von dem Bestehen der übrigen Eigenschaften des 
Logarithmus überzeugen. 

Diese Bemerkung ist defswegen von Vortbeii, weil sie uns der Mühe 
überhebt, Logarithmen künstlicher Systeme zn betrachten,' indem nun auch 
bei complexen Zahlen die Regel gilt : 

(5) ^log {X -f yi) = Ma . l{x + yi). 

Um Atttt weiter /(or-f-yO zu untersuchen, ist es nar nöthigy den roelleii 
Theil X als eine positive Gröfte zu betraohten; denn man bat 

* + y« = (+1) (j^ + yO 
— * -f y« = (— *) (*— yO 

folj^h naeb« 4er iHiitnNi Bemerknag über die Güttigkeit der Formel 
log z-^ logz =z log{zz) 
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(•) /(* + y» ) = /(+ i) + /(* + yO 

(7) H—x^yi) = i(— i) ^ l(x - yi) 

und man erkennt hieraus, dafs es auf drei Dinge ankommt, auf /(-4- ^)f 
auf l{ — i) und auf '(^dry^)« ^^ ^ jederzeit positiv ist. 
Man hat nun , wenn n eine gan:^e positive Zahl beseichnet, 
^2nni ^ ^^^ j« » + i «ii 2ff n; = -f- 1 
mithin umgekehrt zufolge der Definition des Logarithmus 

(8) /(-f-1) = +2««f 

d. h. der Logarithmus der positiven Einheit besitzt unendlich viele Wer- 
the, unter denen sich nur ein reeller befindet, nämlich /(-^ I) = 0, der 
dem Falle n = entspricht.' 

Was zweitens /( — 1) anbelangt, so ist 

^±{2n+i)ni _ cos (2« -|- i) » + tstn (2« -f i) « = — t 
mithin umgekehrt 

(«) /(— I) =;+(2a + l)7^l 

d. h. der Logarithmus der negativen Einheit besitzt unendlich viele Wer- 
the, von denen keiner reell ist. 

Um noch den natürlichen Logarithmus von x + yi 2n finden , braucht 
man nur 

X + yi .== Q (cos • + I Äi« 0) 
zu setzen, es wird dann 

l(x + yi) = /^ -f- l(cos $ + isin $) 

oder wenn statt ^ sein Werth V^x^ •{- y* und statt 9 gesetzt wird 
Arctan^^ so ist 

(10) /(x + yi) = ^ /(^a 4- y2) + « ^rctoii ^ 

2 JT • 

Aus den Gleichungen (6) und (7) wird nun vermöge der Formeln (8), 

(9) und (10) 

(11) /(Jr + y«) = i /(ar*+y*) + i Aretam ^ + 2»« 

(12) /(— x-\-yi) = i /(*• + y^) — i ^cAia ^ + (2« -f 1) ni 

2 x 

Die erste Formel giebt für ii = 0, d.h. wenn man von den unendlich 
vielen Werthen des /(*f- ^) nur den reellen Werth NuU beibehält, 

(13) Hx 4- yO = 1 l(x^ -f y^) -f / Breton ^ 

• • • • 2 : X 

wobei X als positiv vorausgesetzt wird. SpesieUsr hat mau für .r = 1, 
y = »undy = — z 



■ 

/(l — zi) = i /(l -f- if«) — i ^rc/a« 4? 
ibiglich dnrch Subtraktion und Division mit. 2i 
(14) ^. /f?J^) = ^retan z 

Diefs bestätigt sieb auch durch die Reihe, welche ftir Ardan z früher ent- 
wickelt wurde; setzt man nämlich in der Formel 

zt für tt und dividirt mit 2t beiderseits, so erhält man rechter Hand die 
Reibe für Arcttmz. 
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Die goniometrischen und cyklometrischen Funk- 
tionen mit complexen Variabelen, 

§. 59. 
Die goniometiischen Funktionen. 

Wir können allgemein für jedes x die Gleichungen 

c** -4- tr~^ 

(1) cosx = — ^t 

(2) sin X = —: 

^ ' 2e 

als Definitionen von cos x und «m x ansehen , weil sie iins sn den näm- 
lichen Reihen verhelfen , welche wir aus der goniometrischen Redeutung 

jener Funktionen abgeleitet haben. Demnach ist, wenn man xi für x setzt, 

» 

(3) C9s(xi)^ ' +^ =^^^ 

' ^-* _ ^+* e* _ e-* . 

(4) sm{xi) =z -.—^, = ~~2 ' 

und diefs bewährt sich auch , sobald man in den Reihen für den Cosinus 
und Sinus xi an üt Stelle von x setzt und sie dann mit den Reihen ver- 
gleicht, die man erhält, wenn man die für e' and er* in (3) und (4) an- 
gedeuteteii Operationen mit den g^eichgeltenden Reifaeo vornimmt. 
Ebenso erhält man allgemeiner ans (1) und (2) 
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eo*(€t-\- ßi) = Lj = — '- 

siH (« + |Jl) = -. = -^^. 

Nun ist aber 

eß -}- e-ß g«^4-g-«' _ eß — e^ß g«< — e^ ^ . 
2 2 2 • 2i ' 

wovon man sich durch gewöhnliche Multiplikation leicht überzeugen kann; 
folglich haben wir auch' 

CCS {a -j- ßi'y 

_ eß 4- e-ß e^* + e""^^ _ eß — e-^P g*^ ^ e""«* . 
~ 2 ' 2 2 ' 2i ' 

d. i. nach (1) und (2) für jr = a 

/ I Ä-v ^g + e-ß :eß — e-ß .• 
(5) cos (a -f- pt) =: *- cos tt — i sm «. 

Ähnlich hat man: 





— 


eß + e' 
2 


'ß 


folglich 


ist 


auch 






= 


eß-^e^ 
2 


'ß 


oder 









sin (« -f- ßi) 



e** — tf"~^ 



+ 



_ e-ß c« + e-«* . 



2 



cß -L e — ß c/' c — ß 

Benutzt man die Gleichungen (3) und (4) für x = ßj so ist auch 

cos (c -|- ßi) = cos (ßi) cos a — sin (ßi) sm a 
sin (a -\- ßi) = cos (ßi) «w a r|- *«i (ßi) cos a 
woraus man sieht, dafs die Formeln 

cos (x-^^y) = cos y cos X ^-^ sin y sin x 
sin (x-l-y) = cos y smx -^^ sin y cos x 

auch dann noch gelten, wenn map complexe- Binome für ^ -^ jf.selzt. 
Da diese Formeln die Quelle aller. Relationen unter den . goniometri- 
schen Funktionen sind, so folgt jetzt, dafs aUe gooioiiietciaQhen Formeln 
auch für imaginäre Werlhe der Veränderlichen gebraucht wjerden können, 
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wenn maii stett e09(irj) und sm{xi^ die Aindirteke in (3) and (4) mA§&- 
tttirt. So erhält man z. B. ans der Formel 

tan X = 

cos X 

wenn man statt x die complexe Zahl a -\- ßi setzt, 

(7) tan {« + ^1) = )o^/ ^^^7^ J . 

(«f rf- ^^') COS a — t (er — e^) sin a 

Auch zusammengesetztere Funktionen lassen sich jetzt reduziren. So 

kann man z. B. 

l sin (u 4- vi) 

reduziren, wenn man in Formel (13) des vorigen Paragraphen 



<^ -|-g~«^ . _ ^ — e 



,— » 



sm Uf u z=z cos u 

2 ^ 2 



setzt, woraus man findet 



• ■ • e^-^e"'^ cos^u 



y '«» ^— e 



4 2 



cot u 



X e*' -f- C-« 

folglich 

(8) ' / sin (u + vi) 

und auf ähnliche Weise würde man auch lcos{n -\- vi)j, ltan{u -f- vi) etc. 
reduziren können. 

§.60. 

Die cyklometrischen Fanktionen. 

Da wir gesehen haben, dafs der Sinus und Cosinus eines complexen 
Bogens Gröfsen von der Form A -|- Bi sind , so können wir auch umge- 
kehrt fragen, unter weloher Form ein Bogen erscheinen wird, dessen Si- 
nus oder Cosinus unter der genannten Form gegeben ist. 

f. Sei zuerst a •\- ßi der Sinus eines unbekannten Bogens u •\- fAy 
so haben wir 

(1) Aresin (a -|- ßi) = « -|- vt 

oder 



d. i. 



a ^ ßi z=z sin (u -f- vi) 



e-» 



4^4'ir"' . , ..^r-^ . 

* ■ 51« « + t ■ cos U, 

• 2 ' ■ e 
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VergleUlKin wir hier die reellen und imagiöaren Tbeiie beiderseits, so 
erbalten wir zwei Gleichungen, aus denen wir u und v zo bestimmen 
haben. Diefs geschieht auf folgende Weise. Es folgt aus der genannten 
Vei^leicbung 

g" -f-g-^ _ tt ^ _ e-» _ ß 
8 sinu^ 2 cos u 

und hieraus durch Addition und Subtraktion 



Sin u ' cos u sin u cos u 



und durch Multiplikation beider Gleichungen : 



i = 



««* U COS* u 

oder 

(5) sin* u cos* u = «• cos* u — ß* sin* u 

woraus sich n finden läfst. $etzt man 1 — sin*u für €08*u^ so er- 

giebt sich 

sin^ tt — (1 -f «« + /?«) sin* u = — a* 
folglich 

sin* u = ^ " ^ '^ + ± l/'d -I- «« ^ j8«)a _ 4«« 

Hier läfst sich aber das Vorzeichen nicht unmittelbar bestimmen ; wir 
schlaj^n daher foig^n(fen Weg ein. Setzt man in (3) i — cos* ü für 
sin* n^ so findet sich 

cos^ tt — (1 -— «« — 15«) cos* u = ß* 
und folglich 



CO** » 



+ 1 V'd — «* — /5«)a + 4 /3^ 



2 -^2 

Hier läfst sich das Vorzeichen durch die einfache Bemerkung bestimmen, 
dafs cos* u eine positive Gröfse sein mufs. Wir dürfen defshalb nur das 
obere Zeichen nehmen, weil wir sonst das Gröfsere vom Kleineren abzie- 
hen, mitbin cos*'u negativ erbalten würden. Es ist also 

(4) cos* M = 1 [i _«« — /3« -f V^(i— «2 — |3ft)2^4^«j 
Hieraus folgt 



sin* « = ^[1+ a« + jS* — V^(l — a* — ß*) + 4/5«] 

oder weil 

(1 _ a« _ ß9)^ ^ 4 j3« = (1 -I- «« + /3«)« — 4«« 

ist, 

(5) sin* tt = 1 [1 -f- «« -f- j8« — V"(i -f «« + /J*)* — 4 a*} 
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so dafs also io dem froheren Aasdraeke vo» Ün!^ u d^ untere Zeichen zu 

s 

hehacfn* ist. Es wfrd jetzt 

y ... . i < I .11.1 I 1— — .^— y 



Ausdrücke, die wir mit A und B bezeichnen wollen. Wir haben nun aus 
sinii =' A, te =s ^re«»^ -f- Sättt, wo Ar jede ganze posilive.Zahl be- 
deuten kann , womit der Werth von u gefunden ist. Um noch den von « 
zu bestimmen^ halten wir uns an die Gleichung (2^, aus welcher folgt 

\sm u -CO* uj \^ ■ BJ 

Mithin haben wir jetzt ' ' ' ' ' ■> 

(8) Aresin {a ^ßi) =^tkn^ ArcsimA + li^ + 1) * 

worin für A und B die Ausdrücke in (6) und (7) zu setzen sind« Wir 
haben aber frnhein unter Afcsmx, immer den kl^asten «11er zum Sinus x 
gehörigen. Bogen verstanden, d.h. vorausgesetzt, dafs für ar=:0 auish 
Aresin X =3 werde ; wollen wir dieser Bezeichnungs weise für o: = a -|- /}« 
treu bleibclL) so müssen' wir k = nehmen und erhalten 

(9) * Arcsin {a -f ßi) = Aresin A + /f^-|- f) «*• 

II. Es sei ferner in der Gleichung 

(10) Arccos (cc-^-ßt) = « -|- w* 

die Abhängigkeit des u und b von a und ß anzusuchen. Es folgt aus der 
obigen Gleichung . ' 

a'-|- ßi := eos (m -f- w) 

zss 3 cö$ «• -*- t -, — ' stn u 

2 2 

woTMis sieb, durch Vergleichuog der reellen und imaginären Thetle die' 
Gleichungen * . , 

e^ -f- c-«' « e» -^^ e-^ _^ ß 

2 ' . CO* 1^ * . 2 ~~ «>i w 
ei^eben, die man durch Addition und Subtraktion combinirt; es giebt dieß 

(11) e^ = !—, er-^ = \- ^ 



cos u stn u cos u smu 

und durch Multiplikation 

1 Ä — ^ — 

COS^ U 5I«* u 

oder 

SeUdmIldi AaBlyaii I* iweite Aufl. j 5 
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Hieraus erhält man, unter der Bemerkung, dafs siH^ u ioiiner positiv iai, 

und weil 

(!_&•_ ß%)% -f 4|8* .r^ (I 4- er* -f /J>)» — 4«» 

ist, 

cot' II w > X . '... Tr -^ i V^(i -f a« -f ^«)« ^ 4«» 
Es folgt nun . ' , 

cosu = -^yi 4- «• + /J« — v^(i + «• 4- /?*)* — 4«* 

itii« = — j/i -^««-_|J« -|- V^(i _«« _^»)t J^ 4|ja 

d. i. CO« II ts ^> siltf s:^ £^ Wob4i ^^4 und B dio; nämtiekd Bedeutung 
wie früher haben. Es ist nun u '=^ Ai*cco$ A •\' ^kn }X!bA nach (If) 

\cos u sin uj \A Bj 

rolgticD nach (lO) 

Arccos (« 4* ^0 = 2 Att -|- JrecQS A •\- iti — — -^1 

oder wenn wir qnler Al^tcos {n '\- §i\ den kleinsten aller zugehörigen Bo- 
gen verstehen, 

(12) Arcco9 (a 4- ßi) =" Jrccos J J^uC^ — ^ 

HI. Wir wollen uns wui mit einigen spesieilen Fällen der gefunden 
nen Formeln (9) und (12) beschäftigen. 
Für |5 = wird in (9) 

w^ = ,4= V'^ 4- «« — V^(l— a«)« 

hi hl«r Ä < 1 , 60 iMt man V(l — ««)• ssc i ^«a ^q setzen, wrf in 
diesem Falle wird ^ = er; ist aber a^ 1, so mufs 

genommen werden und dann wird A=:\. Ferner wird im ersten Falle 
B = V^r*—«« , folglich g^ = , im zweiten aber ß = , folglich 

— =:--. Um hier den wahren Werth 2u erfahren , ^ehen wir folgenden 

Weg. Es ist 

P _ 9^« 

Ä* K(i— «*— ^«)« 4-4^*4-1— «« — |S« 



folglich , wenn man Zähler and Neniiiir wit 

multipKzirt und bemerkt, dafs immer (V^p -|- q) (V^p — 9)=P — •^'isfr, 
ß^ _ V^(| _.«• — §^)^ :^AP 4- (1 ^ «• -^ g«) 

Ä« ■" ~^ I 2 1^ "^ 

folglich für i3 = , weil « p> 1 ist, 

_:P=_ __- =|=««_^ 

und 



■^' 1 1 



B 



Wir haben also nach aliem Bisherigen fiir n^i wi ^=fO 



und für a > i 



' a ß 



^=1,. 5=»«,. 1 = ^«».™! 



t • 



Für « ^ 1 rednzirt sich daher die Gleichung (9) auf die Identität Aresin (4. 
=;z Aresin a^ fiir «^1 dagegen wird: 

Aresin et ■= Aresin 1 -|-i i /(« -|- V^a* — • i) 
oder 

(iS) Aresin a = ^ -f il{^ + V^i^TTT) 

OifJ« ReatttMrt darf, ni^iit befremdeil, wenn mau bemeri^t« dafs all^ Sious 
ächte Bräche- sind, dafs also einem Sinus ^1 kein reeller Kreisbogen 
entsprechen kann. . 

Aus der Gleichung (12). erhalt mau für ß^O^ unt^r der Torans- 
sfitzung a ^ I , 

(14) Atceos a = i /(« — V«* — 1) 
Durch Addition von (43) und (14) ergiebt sich noch 

(15) Aresin a -^ Arceos a = - 

SO dafs also die Relation Aresin x -f- Areeos ^ = » ^'^^i* fir :r ;>t gib.. 
Nimmst man a = in Formel (9), so wird B = 1 , 'A = 0^ mithin 
der Ausdruck -;j= r* iSeiqen Werth erfabll man auf folgende Weise. 
Es ist 

nar *"* .^ ^ n ■■■■ >pi ■■i» i i hm i »' w »i 4j,4m^,,jj^ 

^* 1 -f «« -j^ jja — K(l -f-tc» 
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Multiplizirt man Zähler und Nenner aiH 

so. wifvl 

«• I + IT« + P« -f- K(i+«*4./J*)«*-.4«» 
^ 2 

I 

folglich für a = 

^ =. 1 + |J» und 5 = »^TT^. 
Es ist also , weil fi = 1 , A=zO war, 



(16) • ^rcsttt ißt) = I /(l/'l + /J« -f /J) 
oder 

(17) j-^^ = /(V^l + /5« + ft 

wobei das Imaginäre links nnr scheinbar ist. Setzt man auch in Formel 
(12) « = 0, so wird 

(1 8) Arceos (ßi) = y + « l{^ 1+7^— ß) 

TB 

und ' 

(19) ' [l — Arccos (ßi}] I =^ /(V^rfT* - ß) 

Addirt man die Gleichungen (16) und (18), so findet sich 

sc 

(20) Atc$iü (ßi) -J- Arecos (ßi) 5= - 

d. h. die Relation Aresin x -|- Arccosx ^=± - gilt auch ter imaginäre 

Sinus. 

S^zt man in Fprmel (15) «r = V^i -f-./5*i so wird . 



ff 



^rc#wi Kl + I?« = ^ 4- |-/(V^1 + i?« + 15) 



und mit HtiHfe der Gleichung (16) 



n 



(21) Aresin V^i^ß^ = i" + ^'^«^ (/^O 

Diese Formel entspricht ganz einer schon bekannten. Für y = i geht 
nämlich die Relation 



Arcsia (f '^i — y^ -f* y ^^ — **) = Aresin y -f- Aresin x 
m 

Aresin Vi — x* == - 4- Aresin x . 

über. Die Gleichung (21) zeigt, dafs dieselbe auch für imaginäre x gilt; 
denn wenn man a?=^|)t setzt, so erhält man dieselbe, ansder yorstehenden. 
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C a p i t « 1 XYI. . 

Die complexien Reihen. 

§.61. 

Grandbegrifl'e. 

Auf gleiche Weise, ,wie wir den Begriff der Funktion in so fem er- 
weiiert haben , als wir uns nicht mehr auf reelle Variabele beschränken, 
ist auch der^ Bögriff der Reihe einer Erweiterung fähig, indem an die 
Stelle der irüheren reellen Reihe 

¥o + «1 + «« + «3 + • • • 

eine Reihe conplaxer Zahlen gesetzt werden kmu* Ist die^e.ponifleji^ 
Reibe ein« endliehe: .. . - . 

(^'o + ^o*> + («'i + »PiO + (H + «'«') 4" • • * + <^ii-i + «V-i«) 
so hat die Betrachtung derselben keine Schwierigkeit, da die endliche 
Reihe als Summe einer endlichen Anzahl SowinattdeD erseheist und dttm* 
gemäfs auch unter der Form 

+ (»0 + «'i + «'a + • • + «'•-i) » 
dargestellt werden kann. Creht aber die Rerhe ins Unendliche fort, so 
entsteht, wie früher, die Frage nach ihrer Convei^enz oder Divergenz, 
wobei es jedoch vorher einer Verständigung darüber bedarf, was Conver- 
genz oder Divergenz einer complexei) Reihe heifsen soll. Hierüber zu 
entscheiden, ist nicht schwer, wenn man sieb erinnert, dafs nur conver- 
gente reelle Reihen einer bestimmten reellen Zahl gleich gesetzt werden 
dürfen, welche letztere dann die Summe der Reihe ist; behalten wir diese 
Definition ungeändert bei , so beifst die complexe Reihe 

(^o + «'oO + i^i + «'lO + (^% + «'«O + • • • 
convergenl, wenn 3ich eine bestimmte ooinplexe Zahl V-^ Wi fiiidcn 
läfst, welcher die obige Reihe gleichgesetzt werden darff daraus wüi^e 
aber folgen ... 

«'^i + «^1 + H + ^» + • ! • =5= ^ 
. «'o + «'i + ^^4 rf: w's + • V" ^ 
und. hier müssen iluu die einzelnen reellep Reiben donvei^gireu, weil. sie 
anfserdem keine bestimmten Summen V und W haben würden^ Man 
kann demnach. die. Defiiiilion Mit Convei^^^s einer comptexai Reibe ancb 
foigendem^sctn 'ausdrücken-; 



'. \ 
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Die conplexe anendKche Reibe 

(^0 + «'oO + (•'i + «'lO + <«'« 4" «'««> + • • 

heifst convergenky #enli ilid neelea Aeiheo 

»O + «'l + «'ft + ^8 + • • • 

«'o + «'i + «'a + ^8 + •'• 

gleichzeitig coDTergiren, divergent dagegen, sobald die eine oder 

andere der genannten reellen Reihen divergirt oder beide divei^ren. 
Dieser Definition zufolge redazirt. sich die Unlersucbung der Convergenz 
oder Uivergenz unendlicher complexer Reihen auf die PruTi!Hig zweier 
reellen Reihen und kann demnach unter Zuzicbiing von Gajp. Vit. jeder- 
zeit durchgefühlt werden. Setzen wir z.B. voraus, es sei eine reelle 
Reibe von der Form 
(i) ^0 + ^1^ + ^1^^ + ^8^^ + • • • 

Andiirdi fn ^ne ectaiplme Rrihe tibefgegnt^en, >Ms *z(^6^^ 4* '^ ^^ ^) ^" 
die Stelle von z getreten ist, so hat man die oomplexe RdAre^ 

Ulli als re«lle Reiiieii iiimw 

J^z sin -^ -^a^* «W 2© -|- A^z^ «« 36 -f" • • • 
die letzleren convei^irea nbn, wie sehr,Jeieht Im sebeb, jedesmal, wenn 
diefs mit der Reih^ (1) der Fall ist, und man kann daher 3ageq : die com- 
|4exe Reibe (2) convergirt immer unter denselben Bed^gungeU) unter 
weichet die reelle Reibe (i) convergent bleibt: So z, B. cAovergirt die 
»Belle Reibe 

für I ^z.^ — i; dasselbe gilt auch von der complexen. Reihe 
(3) 7 9 (cos ^^isifi^) ^" . ^ i«* (<?<w'2 ^ -f- i'^in «•$) 

1 

fftr irtä 1 divergirt die obi|ge Iteifae; die compl^x^ ^ibe bedtirf dann ri- 
ner besonderen Untersncbong , und zwar findet man aus §. 33. IT., dafs 
sie nocb convergirt, wenn Oi:eiB gerades Vielfaches von tk ausmacht; für 
z^ i oder ^ <^ — 1 divergirt die reelle R^ibe udd ebenso die complexe. 
S£t iiNeisen enifachen Bemerkimgen ist für alle Fälle die BatseMdong 
gegeben« 

Wie» ferner die Rechnungea mit uneildiiobeit compleb^e» Reiben be- 
trtflt, so wird man sieb leicht überzeugen, dafs sie gans denseAvn itegeb 



uiit^lie|(M wie die Behaaiiaag der reeHeii HeiheK ^ n^ swer Mfl 
aus der Bemerkung, dafs Jede complexe Reibe als Complex zweier 
Heihen angesehen werden darf. Man lumo demnach zu jedem der in 
g, 34. entwickelten Sätze ein Correlal aufebellep , wütbes 4ie firweJUe*' 
rung desselben auf complexe Reiben ausspricht. So z. B. wird unter der 
ilort gemachten Determinaiion das Prodtikt der eonvergenten reellen Reihen 

durch die convergente Reihe 

W «A + Ml +«l V ^+ («0*2 +-«1*1 + Vo)^*+ • • • 

dai^esleRt; betrachtet man 6tatt dessen die complexen Reihen 

t ÜQ -\- a^z (cos O-f- isin 0) -^ a^z^ (cos 20 -J- i*«ä 20) -f- . • . 

^ *o + *i^ (^^ ^'+ * **» ^) + *a** (*^ 20 + 1 «fe 20) + . . . 
welche convergiren, wenii hier z deofieibefi Beiingungen wie in No. (4) 
genügt, so enthält das Produkt, nach Potenzen von z geordnet, die näm- 
lichen Partialpr<Mhikte a^i^^ ^0^10 ^1^0 ^^' ^^ ^^ {^)y ^^^ auGiff^ 
dem noch m}t goujometrischeo Faktoren behaftet; Zerlegt man das Pro- 
dukt in seinen reellen und imaginären TheH, so findet man zwei Reihen, 
welche rascher als die Reibe (5) convergiren , weil ihre einzelnen Glieder 
kleiner als die entsprechenden Glieder^ der Reibe (5) sind ; es convergirt 
also auch die complexe Reihe, welche das Produkt der complexen Reihen 
in (6) darstellt. Ahnliche Schlüsse gelten für alle solche f tweiterungeiy 
der in §. 34. enthaltenen Theoreme. 

Sowie nun früher Summirungen reeller Reihen voi^enommen wur- 
den, so können jetzt auch complexe Reihen summirt werden, indem man 
sie analogen Betrachtungen wie jene unterwirft. Um diefs zunächst an 
einem ganz einfachen Beispiele zu zeigen , erinnern wir an die Summen^ 
formel der geometrisehen Progression: 

(7) 4 4- JT -|- x« -|u irs ^ >4 _|. . . . _|. jp»-i . 

— ^ —^ 
~ i -^ X 

die man auch als das Ei^ebnif$ eioer ausgeführten Division ansehen könnte. 

Da nun, den Lehren des §. ki^ »ifolge, die Grundoperatioaen bei com- 

plexen Zahlen dieselben wie bei reellen Zahlen: si^d , so mufs die obige 

Formel aoch für ein complexes Xy etwa 

richtig bleiben-; man erhält durch diese . Substitution 

(8) 1 + « (cos -f isin 0> -j- z^ (cos 20 -|- isin^B) -f" • • • 

. . . -|- J5*~* (cos n — 1 -f- isinn — \ 0) 

1 — jg* (cos »0 -|- isinn^ 

1 — z eos^ — izsin^ 
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und rereinigt soviel als möglich , so geht derselbe in den folgenden nber: 

1 ZCOSB jy* CO* «0 -J^ ^**** ^^^'^ (^ — ^) ^ 

1 — 2;?CO5 -j- ^* 

* 

+ . X sin — z* sin »0-1- ä"*^ sin (n — 1)0 

Aus der Yergleicfiung der reellen und inaginärea Partie dcis vorliegenden 
Ansdruckes mit den reellen und imaginären Tbeilen der Reihe in (8) flie- 
fsen jetzt nnmiltelbar folgende Reihe^fo^me^l : 

(9) i -|-«€ro#0 -|- ;»»coj?20 -f- 4f8coi3ö -j- ..^-|-.j»*""^ c©*(« — 1)0 . 

1 — zeor^ — Ä*üatiiO -f- jaf*+*^^caf(a— 1)0 

" 1. — 2^co«0 -f- Ä* 

(10) zsin^'\- !^sm2^-^ z^ sm^%^ . . 4^ z^^ sin{n — i)h 

z sin Ö — z* sin n -f- z^^ sin {n — 1)0 

"^ 1 — ^ 24?co5e-f-^* 

« 

von deren Richtigkeit maii sich auch umgekehrt überzeugen kann , indem 
man. beiderseits mit 1 — 2 t cos -f- z^ multiplizirt und linker Hand Jedes 
doppelte Pi^odukt zweier goniometrischen Funktionen in eine Summe zweier 
Cosinus oder Sinus zerlegt. 

Nehmen wir z als ächten Bruch, lassen die Gliederzahl n ins Unend- 
liehe wachsen, und beachten, dafs z" unter der obigen Voraussetzung die 
Null zuf Gränze hat, so gehen die Formeln (8), (9) und (10) in die fol- 
genden über: 

* 

(11) 1 + z{cos + I «Vi 0) + z^icos^^ + ism 20) + . . , 

1 1» — zcos^ '\- iz sin 

1 — z (cos -|- isin 0) 1 — 2z cos -|- z^ 

(ft) i -\- zcos^ -\- z^ cos2^ '\' z^ cos^^ -\- z^ cos k^ '\- ... 

.1 — zcos 9 

"^ 1 — 2 z cos ^'-{- z^ 

(IS) z sin + z^ sin 20 + z^ sin 5^ -^ z^ sin ^^ -{- . , . 

z sin 

1 — 2zcosB -^ z^ 

wobei allen drei Formeln die Bedingung 

i > z > — 1 
gemeinschaftlich zukommt. 
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"^ §.62. 

Die Binomialreihe mit coipplexer Veräaderlichen. 

Die Rechnungsoperationen , welche wir früher vorgenommen haben, 
um die Summe der Reibe 

~1~1.2 ~ 1.2.3 ^ 

^*) oder 

l « + f*iJ^ + f*a^^ + ^3^* + • • • 

zu finden, sind ganz gleichförmig anf die R^ihe 

(2) i + f*!« (eo^ + « ««^) + f*2^* (CO* 20 -f. isin 20) -f- . . . 
anwendbar, welche als convergent anzusehen ist, wenn z hi^r die Be- 
dingung erfüllt, welcher ar in (1) unterworfen war, wenn also -\- i7> z 
^ — 1 ist. 

Jene Rechnungsoperationen bezogen sich nämlich blos auf (i und wa- 
ren von der Frage, ob x reell oder imaginär sei, ganz unabhängig. Da 
nun die Gröfse n in der Reihe (2) auf ganz die nämliche Weise vorkommt, 
wie in (1 ) , so können wir auch hier die Summe der Reihe mit f{^) be- 
zeichnen und finden durch die nach dem vorigen Paragraphen erlaubte 
Multiplikation zweier Reihen, welche dadurch aus (2) entstehen, daß man 
einmal a und dann ß für (i setzt, ganz wie früher die Gleichung 

/<«) /(|S) =±= /(« + 13) 
Da nun hier a, ß reelle Gröfsen sind, also die Funktion /"(fi) wenigstens 
in Beziehung auf ft reell ist, so haben wir 

/(rt=±=[/(i)F 

DerWerth von /'(l) wird aus (2) dadurch bestimmt, dafs man ^= 1 
nimmt, wodurch sich 

f(i) = 1 -|- r CO* 6 -|- irst'n 
findet. Wir haben folglich , vermöge der Bedeutung von f{fi) , für -f- 1 

r>z> — 1 

(3) ' (1 + ;p CO* e -f iz sin 0)^ 

= 1 -f- f*i^ (cos4 -\- isin 0) -f- ^n^z^ (cos ^^ -\- i sin ^^) -^ . * » 
Wollen wir eine Yergleichung der reellen und imaginären Theiie 
beiderseits vornehmen, so müssen wir erst die Gröfse i '\' zcos^ -\' 
izsin^ auf die Form q {cos ^ -\- isin i) bringen, damit dann 

(4) (1 + ^ CQS e -f-, iz sin 0)^ = ^'* {cos ^ -J- i sin f*J) 

werde, wo es nun leicht ist, den reelkn und imaginären Tbeil heraus zu 
nehmen. Ans 

1 4" * CO* • -f- I4f sin =^ cos f '\'iQsin f 
folgt aber 
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und hieraus durch beiderseitige Quadrirung und Addition 

4 -|- 2;» cos 9 -}- z* = Q^ 

(5) ^ = (1 + 2^ CM -|- z^)^ 

Ferner ist durch Division mit der ersten Gleichung in die zweite 

zsin^ ^ 

-- — = = tanC 

i -{- zcos$ * ' 

folglich 

y>»v - . z sin V , , 

(6) f =s Arctan , , ■ r + 2«ä 

1 -|- if CO* — 

wo j: jede beliebige ganze Zahl bedeuten kann. Für diesen Werth ist 
nun nach (4) und (3) 

(7) (1 4- 2^ C05 e + z^f ^ {cos nt -f istn ni) 

= i -f f*jÄ (oo#.6 -J- i «/i,e) ^ fi^^* (cos 20 -|" ^^*^ 20) -^- . . . 
Für 2 = wird hier t = + 2ijr, TolgUch 

cos(2nk7t) •^tsm(2iikn) = 1 
und diefs jnufs Sir jedes /it richtig bleiben. Das kann aber nur gescfiehen, 
wenn J: = ist, wodurch der Weiih von t sich vereinfacht. 

Für 

z sin 9 

(8) t = Jrekm — r 

\ -f- z cos^ 

erhalten wir nun durch Vergleichung der reellen und imaginären Theile 
der Gleichung (7) 

(9) (1 + 2z cos + Ä«)*** CQS fig 

= 1 -^ f*i^ ^^* ^ -f* f*«-*^ CO* 20 •\- fijj»' cos 36 -|- . . . 

(10) (i-\'2zcos^-\-z^)^^ sin\>i 

= fi^zsin^ -f- fA,j»* *iii20 -|- |»3j2f* «« 30 -f- . .^ 

zwei Reihen, welche bei ganaen positiven ^ abbrechen und in diasem F<aUe 
für jedes beliebige z gelten, die aber für andere willkührliche ^ mir so 
lange der linken Seite gleich gelten , als der absolute Werth von z ein 
ächter Br4ich ist^ 

Dieselben enthalten mehrere Reiben, die wir zum Theil schon ken- 
nen gelernt haben, als spezielle Fälle in sich. Für ein ganzes positives 
fi = m und für z = 1 erhält man unter der Bemerkung , da& hier 

11 

tsm^^'C^s-^^ 
cos 9 ^ 2 2 

■ 2 cos^ - 

2 

' i 1 • ' '• ' 

= Arctan tan -^-^ = -^ 

2 2 



ist, die beiden Formeln: 

(n) j2co*-ei cof-e 

(12) . [ieiu\^ sm'^y ' • 

= »t I «Vi -f- »«2 «>2 20 -|- »Ij «» 30 -|- . . . 4" ^m *wt wO 

Für > = — 1 y :ftl9t) 4* 1 > t:> — ! i mors man lAadilefl , dafs 



immer 



1 / X 

Breton X = . Arccos — . . = Aresin 



v^Ff^ v^T + i 

mithin 

1 
cos Areianx = — -^ , sinArctanx = 



X« 



ist. Man findet dann die Formeln (12) und (13) des vorigen Paragraphen. 
Mitnmt tnan ferner^ = -, so wird {;t±= Arctcmz'Mtiii 

2 

(1 J|- sf^y^ tüs (p ^r(JÄr« j») =£ 1 — jw-^j?* + fi4^* — f*«^ + • • • 

(1 -f- x^y^ sm (|A Arttm ys) ^= ft,^ — fijS?* -^- fi^»* — * . . 

wobei -^i I>s ^ -^ i .sein mars. Bdacbiert latB aber, d^b «p^ (; =e 
^ncton :i folgt z = i^an ^, folglich . 

(1 -^z^)^*" = (1 +7ai,« j)* '^ = -V; 

so erhält man 

cos J H-j * 

cosi^i^ . ., . 

cosr^ 

Gleichungen, welclie fiir andere als ganze positive ^ nur so lauge gelten, 

t 

alsian^ ein ächter Bruch, mithin z zwischen den Gränzen -4- - und 

4 - 



•••• t 



— -r bleibt. 

4 



Die verstehenden Formeln siod die frncblbarsten für^die ^ao^e Theo- 
rie der goniometrischen Funktionen. Die zahlreichen Folgertii\gen^ wel- 
che sich von ihnen machen lassen , werden wir später behandeln , wo wir 
sie von einer anderen iSeite %et* unseheur werden. ' 



296 Ciy. XVI. liKe comptexgn aeüM. 

§. 63. 

Die Exponeiizialreihe mit complexer Veränderlichen. 

Von dea heidea Reihen (9) und (10), weiche ans der Binomiatfor- 
mel für eine complexe Veiänderlicbe entspringen , können wir nun auf 
ähnliche Vi^eise zur Exponenzialreihe übergehen, wie diefs früher ge- 
schehen ist,. 

I 

Setaen wir nämlich n an die Stelle vpn z und fA = - , so. wird 

s 

= 1 + T^cas^ + - — -- z* cos 2^ 4 —-- — -z* c9sS^ + ••• 

■l * i .2 ■ 1.2.3 ■ 

und 

(2) (1 4-«64f co*e 4- ««i«)««*l«- 

* 

1 '1.2 •' 1.2.3 •■ 

und diese Aeiben gelten, 90 lange sz zwischen den Gränzen -f-i und — l, 

1 1 
abo z zwischen - und . liegt. Lassen wir jetzt s bis :^ur Grande 

NuH afttaebnien, so bekommen wir auf der rechten Seite Aejhen, welche 

1 l' 
ganz die in der Exponenzialreihe vorkommenden Coeffizienten --, - — r, 

1 1 • * 

u. s. f. enthalten , welche aber zDgieicb nach Potenzen von z 



1.2.3 

und den Cosinus und Sinus der Vielfachen von fortschreitend Wir ha- 
ben nur noch die Gränzwerthe zu b6sl]mni0n, welchen sich die linken 
Seiten jener Gleichuugjßn nähern. Bezeichnen wir nun 2n cos -|~ «'^^ 
mit d, wo jetzt ö eine. G.röfse ist ,. die gleichzeitig mit t bis zur Gräoze 
Null abnimmt, so ist 

(1 -f 2£z eos^ -^ £«;»«)« » .= (1 + d) ^ 

also 

_L f n» cos $4;^ 62»* 

Lim (1 -^ 26;:^ cos 6 -f a«4f«)* ^ = Lim L(l -f d)*J 

wo nun i und € gleichzeitig bis zur Gränze Null zu vermindern sind; 

dieTs giebt 

•'S I 

(3) Um (1 + 2«* C05 -1- «V«)* « =cs c*/^~^ 

Femer ist jetzt 
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^z sin 



(4) . ? = ^rctan ^ . ^^. 

folglich 

€z sin 



Äwif =;: - 



1 -|- «J» «w $ 



und durch beiderseitigis MuItiplikatioD mit 



w 






e ftm f * ,1 -|- i* e« •' 

Es erhellt aber aus- (4), dafs S eine Gröfse ist, welche mit e gleichzeitig 
bis zur Gränze JNuil abnimmt; Man hat 4aher 

t cos t 

Lim - — 7 =- Lim -r-L = i 
tung smg 

T 

folglich nach (5) 

t 
(fi) Lim^ = lfm 6. 

Gehen wir nun in den Gleichungen (I) und (2) zur Gränze für abneh- 
mende s über, so ergeben sich unt^^r Benutzung der gefundenen Gränz- 
bestimmungen (3) und (^) die folgenden Reihen: 

(7) ^^^^ eo${znn%) . ' 

z ' z^ * ^ z^ 

= 1 -X- -rcas^ -{- 1 — - cos 2^ + z — :. — :j co* 36 + . . . 
■l '1.2 '1.2.3 • 

(8) e^^'^ cos (z sin 0) 

1 •'1.2 ■1.2.3 ■ 



i 1 

uqd dielte gelten. für alle Zy welche zwischen Lim - und 1dm — -',. d. h. 

4 

zwischen + oo und — oo liegen. 

Nimmt man in den obigen Gleichungen ^ == r > so kommt man auf 

die Reihen. fBr den Cosinus und Sinus zurück. 

Man: kann ^e Formeln (7) uad. (8) auch noah. unter .etwa«, anderar 
Gestalt darstellen, wenn man nämlich t cos = y^ z sin^ =z or. setEl,' 

woraus 9 = Arctan- und t^=: (x^"{-y*) fo\g^. Man bat dann 



•» « 
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^ cos X 



ifl sin X =2 



_ I -|. tJ^*+y*) cos ( Breton -^ 

(X^ -|_ 1/«)^ / x\ 

JL, i — - X ^ , ^ co^ I 2 Arctan - 1 

' 4 • ? V yj 

^ 1 . « . 9 \ y/ 
+ 

= T ^ sin 1 ^rcÄia - 1 

+ 



worin nun* ar und y zwei von eiminder anabblingige veränderliche Gröfsen 
darstellen. 

§. «4. 

Die Logarithmenreihe mitcoidplexer VeränderUchte. 

Wir können den Übergang yoii der Binomialreihe zur logarilhmischen 
Reihe auf ähnliche Weise bewerkstelligen, wie'diefs schon früher gesche- 
hen ist. Durch beiderseitige Subtraktion der E{nheit und nacbherige Di- 
vision mit ^ erhalten wir nämlich aus Formel (9) §. 62 : 

(1 + 2;:? co;» e 4- ;?«)*'* c(v uf— I 

1 'I.A. ■ i.2.3 •' 

und wenn wir hier fA bis zur Gränze Null aboehmeo lassen, so ecbal- 

1 
ten wir rechts eine Reihe , welche die nämlichen CoefBzienteo 1 , • — -, 

-|-- u. s. f. enthält wie die logaritbmischc^ und att&frdejo ntchPolmzea 

vmi 2 nnd Aen Cosmna der VielCtcheM von ^ gleicUzmtig fortsobreitet. 
Wegen 



»,=,-.-.,1. 



ist aber 
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(1 4 2.Z cos -I- Ä«)*'* 09^ fi{:— 1 

= - . ^—-^ -—^ (1+2^ co*0 4-**) • —. 9in - ui 

1 . ^ 
Hier ist nun - fA eine Gröfse , die mit fi gleicbzdtig bis zur Giünze Null 

abaimml; es wird also 

Lim^ . -5—! — ' = 5/(1 4" 2^ ^<>' ^ + ^•)» 



äf* 



n«^ Formel (A^> §48, und 

i ' ... 

Lim (1 4 2;» CO* e 4 ;?•)*'* . —^— sm^i :^ i . i . ^ 

12'. 



• * f. 



2'' 



folglich 



i/» 



^ . (1 4 2^ CO* 4 ^*) cos Uli— 1 

i 
= - /(i 4 2^ CO* e 4 4f«). 

Mit Hiili^ dieser GleidiuBg ergiebt sich aus (1) 
(«) i i(l 4 2^ CO* e 4 jsr^) 

i i 

• :S=riP. CO* 9 — -Jlf* C0*2t 4" t^* ^^'^ — ••• 

eine Reihe , welche nur so lange gilt , als z innerhalb der Grtinzen 4 ^ 
xtoiä — i liegt , wie in der ursprünglichen Formel (9) §. ot. 

Alis Formel (iO) §. 62. findet sich ferner: 

(S) (i42^co*e4;.*)*'*.??^ 

= i ^ «ij e 4 fiqi ^ « «vt 2 4 (f^ — ^Mf* — g) ^^ s «•„ 3 e 4. . . , 

1 ■1.2 ■ 1.2.3 ■ 

Lassen wir hier fi bis zur Gränze Null abnehmen, so ist 

Lim (i 4 24f cos $ 4 z'^'^^ =0 1 



Lim — ^ = { ==: Arctan - — ; r 



folglich 
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zsm9 



(4) jiirctan 



\ '\- z cos 



i 1 

^^ z sin% — - «* sin 20 + -;»•«« 30 — . . . 

2 'S 

wo nan wieder -f- 1 ^ z > -=— 1 sein mufs. 

mm 

Für = - redazirt sich die GieichilDg (2) auf eine bekannte lega- 

rithmische Reibe , und die Gleichung (4) auf die Reihe für Arctan z. 

Man kann sich leicht überzeugen, dafs die Reihen (2) nnd (4)' noch 
für z = H^ i richtig bleiben müssen. ' Das Binomialihedrem gik nämlich 
auch dann noch für o: = + 1 , wenn die Gröfse fi iti (1 -|- x)^ keine ne- 
gativen Werthe annimmt. Da nun bei unserem Ciränzübergange fi von 
der positiven Seite her bis NuH abnahm , so^ ist diese Bedingung erfoUt. 
Man erhält dann aus (2) für z =:-4> 1, unter der Bemerkung, dafs i 4- co^O 

= 2 CO»* ö' ^'' ' 



(5) 



■ /2 + l/(««.l») 



i 11 

= C(w0 ^- -co*20 + -^cm50 — -co*40 + . . . 
2 'S 4 ■ 



\ f i \ 1 

Es wäre hier falsch , statt - / 1 cos^ - 9 1 blos / cos - 6 schreiben zu wol- 

1 
len, weil überhaupt - l{x^) und Ix ganz verschiedene Funktioneü siad. 

So würde im vorliegenden. 4Palle Icos-^ imaginär werden j wenn O^n 

wäre, während - /|ca&^ -Ol immer rttell bleibt und auch bleiben mufs, 

wel die Summe der. Reihe rechts immer eine reelle Grobe sein muJ&. Die 

gewonnene GleicbuDg ist übrigens in so fern von Bedeutung, als «ie einen 

Weg zur Berechnung der sogenannten künstlichen Cosinus, zeigt. Nimmt 

i 
man dagegen in (2) z = — 1 und bemerkt, dafs 1 — cos = 2 sin*-^ 

2 

ist, so erhält man 

(6) Ji^il^süi*io^ 

i i 1 

= — CO* — zz-cos 20 — - CO* 30 — -7 co* 40 -/.... 

2. S -4 

eine Gleichung, welche die Berechnung der künstliehen Sinus lehrt. Sub- 
trahirt man (5) von '(6) und umgekehrt (6) von (5), so. ergeben sich noch 
die Gleichungen 
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J / 1 \ 1 1 

(7) j /l tOM^ -Ol =s5-r-co#0 — ^eosM C&8&$ . . 4 

1 /^ d \ 1 1 

- il cot^ — e I s= c«r*, 4- -r ^04 3 ^ + r <?^ ** + • • * 

Eine Eigenthüailicbkeil bietet die Gleichung (4) dar, wenn in ihr 

z = i genommen wird. Man erhält dann, unter der Bemerkung, dafa 

11 1 

sin^ = 2sin-^ cos - und 1 + cos = 2 cos^ - , fol^b 

2 2 ' ' % ^ ^ 



(8) 



* 


• 


. ^. 




sin 


sin -0 
2 




i -^^ cos ^ 


cM-0 
2 


ist, 






(9) 


Breton 


f-i 



2 



1 i 1 * ' 
;::=; «m — r «« ^^ + :^ *«« 30 -^ - «« 4ft -p- . . . 

2 "3 4 ■ 

Es wäre hier unrichtig, statt ^cto?e ( ten -- j allgemein -0 sehreiben 
zu wofien. Sonst wöfde ma« z. B. iär s= 2« -h ^' finden 

i (2» 4- $') = «« 0' — i «II 2^ 4- i *«i 30' — * . . 
,2 2 3 

was offenbar falsch ist , wenn man es mit dem Vorigen vergleicht« Be- 
hält man indessen die vorige Form bei, so ist tan -(in -^9')=: tan - 0', 

2 8 

folglich Arctan 1 tan - {2jt -|- 0') 1 s= Arctan i^^on-^j := - 0' und 
nun ist die Gleichung richtig. . Der Grund des Fehlers liegt darin, dafs 

Arctan \ tan :- 1 und r ^ verschiedene Funktionen von sind ; die enle 

V 2 7 2 

» ^^ 

ist periodisch, weil die darin vorkommende Tangente eine periodische 
Funktion ist, die zweite wächst immer, wenn zunimmt. Dagegen sind 

Arctan Itan -Ol und -0 so lange identisel^, als in den Werthen von 

tän - keine Periodicitlt , sondern ein beständiges Waehstbum statt fln- 

det, nämlich von = bis^ ::±=9r, weil dann die Tangente von bis cx) 
geht. Mtin darf daher nur für das Intervall Us tv behaopten , dafs 

i • -1 1 

(10) - = 5t» 5t« 20 + ^ sin 30 — . . ^ 

^ ^ 2 2 '5 

ist. An der Stelle = 7v tritt hier noch eine Unstetigkeit ein. Es hat 

SeUömileli Analysis I. zweite Aufl. 16 
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• 

nämlich, wie früher gezeigt wurde, tan - zwei Werthe, -f- oo und — oo, 

! 

Um - 1 , deren zwei : Arttan (-f- (X>) = — and 

mg , 

Aretan ( — c») =: — Arctan {od) = — -. Die Samme der Reihe rechts 

in (9) kann aber doch nur einen Werth haben ,• und fieser bestimmt 
sich ans der Reihe selbst sehr einfach : jedes ihrer Glieder verischwindet 
nämlich Cur = 9k, und also giebt sie zur Summe Null, mithin keinen 

der beiden Werthe voa AtcUm i tarn, - 1 / sondern das arithmetiscite Mit- 
tel aus ihnen. Unter der Bedingung 

« > e ^ 

ist also 

(11) 1 = «a $ _ i «« 2« 4- i «« M — ... 

Nimmt man in Formel (4) z = — 1 und beachtet , dafs 

II 

.».»^^-.sa: « ' »^ ■■. , .. = c»r g^'os ^^ Ir -^ r-^l 

2^ui>-^ 

ist, so et-hält man 

(12) Arctan [ tan {5 — « ^ ) 1 

11 1 

= «»$ + - 5«i 20 + - *t« 30 -I- -'««40.-4- ... 

» * 

Ist nun. hier ^^O^O^ so kann man statt des Ausdruckes links einrach 

setzen und hat dann für 

«^0>O 

9t •— — dl 

(13) = «»0 -| «iff 20 -|- - m 30 -f- • • • 

FSr r= gilt diese Formel nicht, weil dann die Funktion UnkA in (12) 
unstetig wird und die zwei Werthe -^ö» — o <^<^Q^>b^ ^<^i> denen kei- 

ner der Reihe gleich ist, welche sich hier ano^lUrt. 

Addirt man die Gleichungen (11) und (13)^ welche von ttt= bis 
c= JT, die erste mit Ausschliefsung des Werthes = ^r und die. zweite 
mit Ausnahme von = gelten , so erhält man das merkwürdige 
Resultat 
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(14) ^ ^ = me + 1*1)130 + |äi« 50 4- ... ^ 
welches oar für ^r^O^^O, excbaiver^»::^. «l^ ff KT hfijfilt 

§. 65. 

* • ^ihea fiir die Siniia itnd ^osMos vielfÜohqlr B5^en. 1 i 

tJm die/Soter^uchungen der §§; 62.^ ßS. upt €4.4 die sich mit Rei- 
hen von der* Form • ' ' - , 

(1) ^ +; J^ (^M ;|- I *m ^ -f- Cz^ (cfs ao + i «« 20) + . . . 
beschäftigten^ nScbl unterbreob'eQ %u müssen, haben wir die zahlretchen 
Consf queozon einistweilen bei Seite gelasseq , za welchen manche der ge- 
fnndenen Formefn Veranlassung geben ; wir gehen jetzt näher darauf ein. 

Bte (Sieichnngeli (13) und (14) ih §. n. können , weif iT maä nodi x 
füi* i schreibt, folgenderlnafsen dai^estellt werden: 

(2) ' ' cflfj'fU' • 

(3) s i ' J ' sin'^ \ . \ \ , 

oder durch ^ufl<i3iing: der Jhireathesen. und Cinsetzung des Wertbes 

(4) cos (uc 

(5) Sil fup 

Bei gansEen positiven f»* gelten diese Fomefai ohne E insehf ä a kuig» 



demnurfür^>a:>-^. 

4 4 \- 

. I. Die Reiben auf iti^ rechten Sei ton d^ OUcbungen (4) und (5) 
gehen nach Potenzen Von cos und sin zugieieh$ die ersteren fallen, die 
aweiten «stehen. Oa nun aber d«r Cosilras duroh den Sinus ausgedmftl 

werden kann uüd überhaupt . t 

p 
COS^, X 5C= (1 -*- ««* x)'^ . . * 

™ . =(i), -©."'**' +(0. '**"-•■• 

ist , so sieht man , dals es w^ibl möglieb ^ein mofs , die Reihen (4) und 
(5) iu'ai^ett J6U tcanaformireti^ welche nach denstcpgenden Potei^en von 
sinx fortgeben. ' In der Tfaat bat man qur n$thig) die einzelnen Cosinus* 
potenzen nach Formel (3) in Reihen zu verwandeln, wobei für die CUei^ 

16* 



chang (4) p durch |», ^ — >/ ^ — 4 etc., für die Gleicbabg (5) durch 
fft — 1, fft — 3, fft — 5 etc. zo ersetzen ist. Ntmmt maa ooch der Kürze 
wegen jj|iix=y^ so ettöt^mm jetet 

cos fix 

(i). »•+ -^ ex '•-'"■ (i). '•+• • 



= 1*0 I5I — !•• U 



- (^). 



-"(^). 



"■^^ • • • 
"^^ • • • 

' I • • • 



• * ■• "t~ <^ 



y 



Bezeicbneii wir die CoeSziealen tob y^, y^y Jl^ ^^* ^t A^, A^, A^ 
etc., so ist 

(7) CO* ^ = -^0 — ^«y* +^4^* — ^«y* + • • • 

und uberiiaiiy^t für ein ganzes positives n 

... = .. (I). + ,. («i=?L + .. c-i^L + • • • 

Wir haken aber die Summe aller Glieder rechts schon früher auf eines 
geschlossenen Ausdruck gebracht; vermöge der Gleichung (13) in §• 40. 
ist nämlich auch 

_ ft^ (fi^ — a«) (^a — 4^) ... (fi^ ~ 2« — <*) ' 
»• ~ 1 .3.5.4 ... (2«) 

Bringen wir 4iefs in der* QleichfiBg (7) für ai«=s: 1 , 2, 5, . • . in Ap- 
wenrimg «nd beniefi«A, «difedost .^^ es i ist, so ergiebt sich 4ie wich- 
tige Relation: 
(8) eos fix 

. i.2 * i.2.5.4 1.2. .5,4.6. 6 V 

IHesiiibe «gilt für jedeis a;^ wem ^ eine gerade ZaU ist, w;eH in diesem 
FaUe die in (4) verkommenden Potenzen 

^»sf' X = (1 — sw!^ x)'^ , cosl^'^x =.(1 — ^ii* x) '^ 
sämmtlich ganze JBjq^nenteo bekommen , für welche das Binomialtheorem 
allgemein richtig ist. Für andere als gerade (i gebt ^ie Reihe recbts ins 
Unendliche fort and gilt dem Ausdrucke cos (kX nur so Itffige g^icb , als 
hier X der nämlichen Bedingung unterworfen ist , wie in den Formeln (8), 

(5), (4) und (5), nämlich 5 ^ ^ ^. — t* 



II. ' Eine ganz ähnliche Transformatioo läfst sich «jrf 4i^ Gldchung 
(5) anwendeii. Setzt man nämlich 

wobei nnx der Knrae wegen y heiben aiöge mmk venraniek die .£#ae 
Potenzen nach dem Binomialtbeorem in Reihen, ao ergieht sich 

B^eichnen wir die Coeftzienie» von y, y^ , y^ etc. mit A^,^ Ä^, At^ 
etc., so ist 

(9) smiuf =^ A^y — A^y^ -f- ^^V^ — • • • 

und überhaupt 

Mitlebt eines früheren Theoremes tfberiKe KnomiafcoeSTskirten ist es 
sehr leicht, eineiir hürseren Auadhiak Gk-^^^^^ aofcngeben. Wir haben 
nämlich nach Formel (le) §.49.: 

BruigeB wir diefs in der Gleichung (9) für » = Q, i , S, 3 etc. in An- 
wendung, so erbidten wir das Theorem: 

(«9) • m fuf J 

I 1.2.5 ' 1.9. 3. 4. 5 

und dich gilt allgemein, wenn fi eine ungerade Zahl ist, für jedes andere 

fi aber nur unter der Bedingung t > ^ ^ — t-. 

III. Noch ein paar Reihen, welche den vorigen ähnlich gebildet 
sind, erhält man dadurch, dafs man in (4) und ^5) beiderseits mit cosx 
dividirt und dsklm mit den rechts sldien Meibendeo Aeifaen die nämlichen 
Tr^n^ormalionmi Tomimml, weMbe ^mt bisher auf die Reiben {4) und (5) 
unmittelbar angewendet hatten. 
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eas lue 



eas X 



*■« « 



«Ä Hq dw^-^ * — ^2 eagf^'^xm ^x -f- ft4 ««r^*-^ k sm^ x — 
•4er, mtnli " mmim irimcs 3»yi ab^. cd*ar =3? V^l *^y< fteetzl wird^ 

cos fix 



C$S X 






I 

i|of|r «vir « 

t 

setzen könneo, wenn 



+'.(^'), 



-. » • 



C0S UX , ^••^A 

-z;r^ = ^0 — -^*y* + ^4^* — 



t» 



'< C^^t). + - c 



f^— 3 



» L t «. e-i^) 



-I- 



• • 4* p 






(i^-^). + ^. (6=^), 






I : • <• ; 



Sttbstitairl'Hun üeCi in Formel, (tl)^ m w^hahor ^li« =? 1 ist, und bcrüdk- 
sichtigt die Bedeutung ^n^ y^ so ifiadet iieh 



= eo5 o: I 1 — ^-- — - — ««* ar + 
L 4» T 



4^t:^4.%) ^ ^^.) 



«Ä* X 



] 



. 1.2.3.4 
gültig- Kr jede« ir, i^miniDi eim. ungerade ZaU ist, und aufserdem nur 

unter der Bedingung j r> ^ > — 7. 

IV. Die Gleiehwig (5) läfst.- sich au.e|^. in folgender Gestalt 



sehreiben : 



« » 






. <* 



V 



» 

aus wtleker «iMi^dimh fintwaohehng ißt Ctosmapetaizeii Ja» mm ^ s=|f 
Folgendes erhält.* 



«■ . p .. '* i I 



sin fMT 



cos X 



oder ^ 



co«:ir 



wobei 

Nach Formel (18) §. 40. ist aber 

•^ _ >(f*^— 2*) (^ — 4») ... (ft* — 2«*) 
»*+' 1 . 2 . 3 . . . (2« + 1) 

folglich* aus (13) durch Multiplil^ion mit eosx und Wiederberstellang des 
Werthes voo y . 

(14) sm 1^ . 

tii . ' .|a(|»«— 2«) .. , ^(^t— 2«)(^«— 4« ) .. 1 

Li 1.2.3 ■ 1.2.3.4.5 J 

mmi hi«r iä, die BedifigMg- der OüWglEieil r >" a: > — ~ , ^fv^emi (i nteht 

eine ganze gerade Zahl ist, in welchem Fallb x ganz willkuhrlicfa bleibt. 
Wir haben atto im Ganzen Yiei: Gleichungen gefunden, welche den 
Cosinus oder Stuns eines vielfachen Bogens kenleii lehren. ' Von diesen 
haben die erste tmd letzte die Eigenschaft mit einander gemein, dafs sie 
bei geraden (n für Jedes x gelten, und die zweite und dritte, sind darin ein- 
ander älmltcfa, da^s fSr ungerade ft in ihnen x belidiig bleibt. Stoßen wir 
die Glei^hungi^ nach diesen Eigeoschafteu znasunmen , &o ^ben wv in 
ihnen .folgende Gruppe: 

i) Für j.ede8 x, wenn fi gierade ist, aiiCstrien ür r ^ ^ ^ — -r : 

(15) cos fiuc 

1.2 '1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 ' 

(16) ^ sin i/LX 

f^ . ft(ftV^) 3 -'I #<i»*— fi*)$»*--4*) .6 1 

LI 1.2.3 ■ i. 2.3. 4.6 J 
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tt) Für jedes x, wenn fi ungerade ist, aufserdem für ->ar> — ^ - : 

4 4 

(17) sm (ue 

1 1.2.3 ^ , 1.2.3.4.5 

« 

(18) cas fU[ 

L !•» 1.2.3.4 J 

Erweiterang der vorigen Fonneln. 

Die Tier Gleichungen, zu denen wir so eben gelangt sind, waren 

dnrch die Art ihrer Heriaitung auf das Intervall von ^— - bi« -| — be- 

schränkt, es läfst sich aber diese Qeschr^nkang etwas yermii^dem, wenn 
man jene Ableitung nebst den gewonnenen Formeln einw näheren Erör- 
terung unterwirft. 

Betrachten wir zunächst die Reihe der CoeAzienten in der Formel 
(15), also die Reihe 

. j4^ ft« (2« — ft«) ^a (2^ — ^«) (4» ^ ft») 

^^^ *' 1.2' 1.2.3.4' 1.2.3.4.5.6 ' "' 

ipnd bezeichneq wir die Glieder denselben mit Uq, u^y u^^ u^, ... so ist. 

Üütl _ (2i»)* — ^« 
u^ (2« -f 1) (2» + 2) 

und man fiiMlet hierans durch Umkekrung y Snkirakliofi der fiinheil und 
Multiplikation mit »'sehr leiclit 

«(6irJ-2-fji«) ~ n^ 



UiH.1 ■" *i 



t 

Der GHinzwerth hiervon £är unendlich wachsende n ist -, also p** 1 , und 

mithin convergirt die Reihe (1); die Reihe in No. (15) des vorigen Pa- 
ragraphen coovergirt demnach um so mehr für alle x^ da ihre Glieder die 
entsprechenden Glieder der Reihe (1) nicht übm*steigen können. Ähnlich 
verhält es sieh mit der Reihe (17); auch sie convergirt für jedes o:^ da 
schpn die Reibe ihrer Caeffizienten 



• • . . 



1 1.2.3 1^^.3.4.5 

jederzeit convergent ist, wie man durch AnwenAtnpg des schon vorhin be- 
nutzten Criterimns finden wird. 
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Anders gestaltet sich die Sache bei dea Reihen , die in den Parenthe- 
sen der Gleichungen (16) nBd'(18) stehen; sie conyergiren zwar immer, 
wenn sinx ^i bleibt, aber nicht mehr für 5ma:= 1, wie einerseits das 
angegebene Kennzeichen, andererseits jeder beliebige spezielle Fall z. B. 

tt = - sehen läfst. Dehnen wir a: von — - bis + - aus^ wodurch der 

Sinns Yon z alle Wer.the erhält, die er überhaupt annehmen kann, so 
können wir sagen, dafs die in No. (15) und (17) vorkommenden Rei- 

hen für - = a:^-, die in (16) and (18) verzeichneten dagegen nur für 

n ' jt 

- ^ or p^ — 2. coQvergf nt sind. Zu/di^sser Bemerkung kommt noch fei- 

gende hinzu, . 

Hätten wir in den Gleichungen, vqu denen wir ausgingen: 

cos fix = fio co^ X — f*^ cos, f^^ X sin* j: -|- . . . 

sin (MT = fi^ cosf'^^ X sinx — f*, co*'*"^ x sin^ jr -f- . . . 

« 

Ä ^ ^ ■ 1t 

X 

2fi an die Stelle von fi und - an die von x gesetzt, 9% wurden naai^re 

Anfangsgleichung^n geläutet habfn: 

cos iix 

(1 \V* ' / 1 \ 21*— 2 / 1 \ • 

cos^xj — («f*)«l«w-arj y^l') ^"'" 

sin luc 

= (2f*)i [cos ^xj^^^ sin^x— (^(i)^ ("""^ 5*)^"* 0''' ^*) +' • 
und zwar würden dieselben für andere als ganze fi unter der Bedingung 
j^z^> — j, dth- 5^^5> — -f richtig gewesen sein. Auf diese 

Gleichungen Würden sich nun dieselben Transformationen anwenden las- 
sen, die wir im vorigen Paragn^ben. durchgeführt haben ; das Endresulti^t 
würde ein ganz ähnliches sein , es würde nämlich aus vier Gleichungen 
bestehen, die sich von den unter (15) bis (18) verzeichneten darin unter- 

scheiden würden, dafs Sft an der Stelle ron f* nnd - an der Sldle von x 

2 

Stände; also z. B. analog der .Gleichung (15) 

1.2 \ 2 / ^ .1.2.3.4 \ 2 7 
2^ < 2 



«in «Hoh 

(2) eos,^=i- — \^isv,-xJ +____(^8„„-,J _... 

Man hat nun weiter 2 «w* -x = i — cos x und cos x = ^i — sm^x, 

2 

wo das Wurzelzeichen nur positiv zu nehmen> ist, weil der Cosinus eines 
zwischen — - und -l—* Hegenden Winkels positiv ist; durch Substitu- 

2 3 

tion folgt jetzt 



1 



2 sin* - X = 1 — V^l — stn* x 
2 

ferner durch Anwendung des ttBomialtheoremes , welches hier wegen 

sin* X ^i benutzt werden darf, , * 

2 sm* - ar = - sin* x + t — r sin^ x +• -— ^ — - sin^ x + • • • 
2 2 '2.4 ■2.4.6 ' 

4)der 

... . . 5- 

(i \* 1 1.3 

2 «1» - X I = sin* j: -f" T ^^* * "h I~~ß *'^* x -f- . . . 

Setzen wir diefs in No. (2) ein, und entwickeln die verschiedenen Poten- 
zen der voriicgeBden Reihe, so ist 



cos 



fix =2 i — —^ I sin* ar + r sin^x^ • . • 1 

ft^ (fi« — 1* 2 r,t^4 X 4- 2 . i ««• ar + . . 1 
T^ i.%.5.^1^ ^ 4. ^< J 

oder endlich durch Vereinigung der gleichnamigep Glieder 

a* \ »* (u* — 2*) ' 

(4) cos ux = 1 — T^—- sin* X + -- — - — - — 7- «»* X — ... 
^ ^ ^ 1.2 ■1.2.3.4 

Wir gelangen so zu einer IVeihe, welche mit. der in No..(15) yerzeicb- 
neten identisch sein uufs , weil sie wenigstens für ein zwischen — - 

und -f- j liegendes x nicht von ihr verschieden sein däff; Zugloch erken- 
nen wir aber, dafs die Gleichung (4) und ebenso die frühere (15) unter 
der erweiterten. Bedingni^ s^ ^^ — o ^^^^ Uieibt. 

Dasselbe Verfahren pafst auf die übrigen Reihen , ijidem man sin - x 

1 • * ■ , • 

jederzeit durch sinx und cos -x durch cosx ausdrückt. Wir würden 
also durch Ausführung der angedeuteten Transformationen zwar der 



4«) 


$m*x 


+ •• 


6 


> 


~2' 


ist 
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Form MMh kme aenen AesalUte erhallen, aber wir erAibreB dadmoh, 
da& die friiliere GüügkeftikediBgung. der tileiehungeii ^15) bis (Id), düb- 

lich T > ^ > — T ciDcr Erweiterung fähig ist und durch - > a: > — - 

ersetzt werden kann. Da endlich die Reihen in (15) und (17) für 

:r=?4:- noch convei^ent bleiben, so gelten die Gleichungen (15) und 

(17) auch für diese Wertbe von x. Nach diesen Erörterungen haben wir 
Cg4gf)i|4^ vier Theoreme : 

a) für jediBs ;r;, wenn^ eine geraide Zahl isty^Aufs^rdem unter der Be* 

dinguilg ~ ^ ^ ^ -r- r » gl^ die Gleichung : 

I 

(5) cos (ix 

-^-rä"" '+1.2.3:4'^'' 1.2.S.4.5.< 

b) für j«des x, wean ^ gerade , anfscrdem für - ^ x 

(6) sin (IX 

= eo#:rlr^<»' — ^^ , -£ ftg^j: + ^--^ — ^ , ^ — z — sm'^x — ... 1 
Li i .2.S ' 1 . 2 .. 3 . 4 . 5 J 

c) für jedes x, wenn fi ungerade, aurserdem unter der Bedingupg 
- = ar ^ — - , ifilt die ^vleichung 

(7) . stn (IX 

f* . . f*(|** — 1*) ., , ^(f** — «*)(f** — 3*) ..^ 

1 1.2.S •"*T^ 1.2.3.4.5 

.4) fvr jades.j;', wenn i» uagwrade, aaGwrde« für .- ^ a; ^ — -, ist 

(8) cos fur 

I •— ^ — -— srn^x + ^ / ], , ' sm^x — . . . | 

1.2 ■ 1.2.3.4 J 

Dafs diese Formeln keiner ferneren Erweiterung me^r Tähig sind , dafs 
sie also über die angegebenen Gränzen hinaus schlechterdings nicht mehr 

gelten, kann man sehr leicht a posteripri .sehen. So ist z. B. stn i - — z\ 
= ^'^ ( a 4" ^) u^^ mithin bleibt die Reihe (5) dieselbe, wenn man ein- 

mal - — t und das andere Mal ^-{-z ßn die Stelle von x treten läfst^ 
dagegen ist aber cos |i 1 ^ — z\ <niclit =3 cos l^tz'h ^.|' ausgenommen, 
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wMo fi ekle gerade Zahl bedeutet , wie es muk ia den Tbeorene a) a«s* 
gesprochet» ist; dieselbe Bemerkung wiedei^olt sieh bei den lüHrigeB 

GleichoDgen. 

§. «7. 

Spezialisiriuigen der yorigen Formeln. 

I. Nicht -ohne Interesse ist es, die besondereo Formeln zif betrach- 
ten , weiche aas den Gleichungen (5) bis (8) des vorigen Paragraphen fnr 
fi=:0 hervorgehen. Fangen wir mit der Gleichung (B) an, bei welcher 
die Sache am einfachsten ist , so wird bei dieser Spe^isSsming 

oder durch Transposition von cosx I 

^ ^ cosx * 2 '2.4 ^2. 4*6 ■ 

2 ' 2 

i 

Diefs ist jedoch nichts wesentlich Neues, denn wenn man auf äe 
Gleichung ' ' * 

1 j i n n 

cosx ~ ■ Vi -^sin^x' » ^ 2 

das Binomialtheorem anwendet, so gelangt man zu demselben Resultate; 

Wollte man i|i der Gleichung (7) unmittelbar fi = nehmen , so 
würde man auf die identische Gleichung = kommen; diefs läfst sich 
jedoch vermeiden, wenn man vorher mit fi fividirt and dadurch der Glei- 
chung die Form giebt 

sin fix 

sin X fi* — 1* sin^ ^ ■_ (f** — 1^ ) (ft* • — 8*) sm^ x 
~ "T~ ~ 1.2 S"" "^ 1.2.5,4 5 * ■ ' 

für ein verschwindendes fi ergiebt sich hieraus wegen Lim {sinfix ; fi)=:^x, 

, ^ ' ' sin X m \ sinr x . i . 3 sirfi x . " ' 

(2) , = __^._____i. ____+... 

— ^ j; i — — 
2 - - 2 

Diefs ist nichts Anderes als die Reihe für den Bogen durch ^en Sinus aus- 
gedrückt; sie stimmt mit der auf S. 182 cmtwidMlten Formel (4) überein, 
wenn man z statt x schreibt. 
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Gekea wir d^ fikicIniBg (6) ite Fonm 



f j» fi^r^ 



' r\ ift^ — a» .3 , (fi^ — 2*) »* — 4^) .. "I 

L ä^^S ' 2.5.4.5 J 

Hud lassen darin fi in Null äbei^hen, so gelangen wir zu der neuen 
Gleicbung: . 

^•x F- i^a i*-^Ä |2.4.6.y - 1 

^' L ^ '3.6 ■3.5.7 '.J 

2 -^ -^ 2 

dif noch einer UmwftndluBg Tähig isl, indem man sie unter der Form 



cos X sm X 



[1 + - sin^ X -^- ZT—r sin^ x -^ . ..\ 
' 3 . ' 3 . 5 ■ . J 



darstellt und cos x sowie pn x durdb Um x ausdrückt. Mittelst der 

1 j tan X 

cos X 2= ■ und smx •=. 



VT'\- tan^x VIl + Äöi« X 

findet man 

; imx f- I 2 ftwi* X I 2; ._4 f im* x \ * T 

w '— i_j^^fl^2-^L* + $irf tii««*+är."5 u4-to«*xj +• -J 

Für ton:r = z ergiebt sieb hieraus o::;? ^rcto»z^ weil x zwiscben 

und -I-- enthalten ist; mithin 

2 '2 



(5) 



^^^^ = rT^[^ + 5rTi^+lil(rF^y+- •] 



00 ^ ^ >• — 00 

Diese Reihe für 4^elan.z besitzt , wie man siebt, die vortbeilhäfte Ei- 
gensebaft, fiir alle z gültig zn Meibeu. Ist z ein achter Bruch, so kann 
man die Ausdrücke 

11 1 



• • • • 



nach dem Binomiahheoreive in Potenoenreihen verwandeln und kommt 
dann auf die Fohnel (1) S. 184 zurück. Benutzt man auch hier, wie 
früher, die Gleichung ^ 

- = ArcUm — + ^rctan - 
4 2 ■ 3 

um eifie Doppefarmhe zur fierertonog der Ludoipb'schen Zithl zu erhalten, 

so findet sich aus No* (5) 
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+ iöL*'*"siö"^ »75(10} +s7&7r(löj + *J 

wonach die Reohnung sehr leicht ist; noch rascher abnehmende Reihen 
giebt die Formel 

- = 5 Breton z + 2 Jrctan r- 
4 7 ■ 79 

Dämlich 

4 ioL "^3 100 ■ 3.5 ViOOj "^3.5.7 1,100/ ''""'J 
7584 r. ■ 2 144 , 2\J / 144 ^ , T 

"*" 100000 L ^ 100000 "^3.5 vioopooj "*" ' ' J 

voD denen man nur sehr wenig Glieder brauchl, um schon eine bedea- * 
tende Genauigkeit zu erzielen. 

Stellen wir die Gleichung (5) des vorigen Paragraphen in folgender 
Form dar 

1 — cos fix 













»»• 








suflx 
2 


2. 


-2* 

.3 • 


sm^ X 
4 


+ 

2! a 




— 2«) ö^« 
2.3.4. 

9t 


• 


4«) *i)i« X 



2 - " 2 

und beriicksicfatigen dabei, dafs die Inike Seite 




ist, so giebt der Übei'gang zur Granze für verschwindende fc, 

2 = * = ~ 2 

oder nach beiderseitiger Multiplikation mit 2 

' . *»i*j: , 2.m*jr , f .4«»i^ir , 

(7) j:* = — 1- - — i- - — ~ — F • • • 

^' 1 ''3 2*5. 53'* 

2 - - 2 
Diese Reihe ist in so fern merkwürdig, als sie das Quadrat des Bo- 
geBs durch den Sinus desselben ausMoklv ^ sArx^ » « ^li»lgt dar«^ 
aus noch 



Gap, XVI. B» üomplexes Reilm. 2&5 

(8) Arcasin z z=z 1- - ;; 1- - — - 1- . . . 

II. Noch müssen wir eine anderweite Transformation erwähnen, 
welche auf die Gleichung 

f»* • « ■ fi* (f*^ — 2«) . - 
'^ - -^ . '1*2.3.4 



1 .^ 



— ^ JT E — — 

2 = - 2 



anwi^ndbar ist und'za einem später brauchbaren Resultate führt. Für 
p = 2il and ^ = ^ folgt nämlich für » = z ^ — fc 

(9) eas Iz 

t .2 V . 2/ •1.2.3.4 V 27 

1.2.3.4.^.6 V 27" 

Andererseits ist «ber^ wenn wir in der Fennd (7) Sv 818 u^- setzen 
und mit S multipliziren, 

(— !)• r? m 0" 

... + (— 1)*-' (2«)^^, co*;:r + (— !)• i (2«) J 

folglich, auf jedes Glied der Reihe in (9) angewendet, 

eas As . = 

* + 172' *['«'''"* "-5*'] 

i^Ofi^^i*) r 11 

+ TTäTäTT • * L*" '^ ** ~ ** """"^ 2 • *«J 

;^«/|« 1*)(A* 2*) r 1 T 

+ 1.2.3.4.&.C •a[go«'«»g^-6i«^o*g^+g««»^-äfi»J 
+ • 

Von beiden Seiten dieser Gleichung bilden wir die Quadratur, wobei 

nur ^u berücksichtigen, dafs Q{cosaz)z=z und Q(z^)t=zz ist; 

es findet sieh auf diesem Wege: • 
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siitks 

+ l.a.3.4 ^L» 3 • * +2**« J 
, l»(i«— l»)(i«— 2») .r^ *m5* ^ «a2« , „ sinz 1^1 
+ 1.2.5.4.5.6 'h-^ «i-4^-+6.— -5.6.*J 

+ 

und diese Gleichung gilt , wie die in No. (9) verzeiehnete , für 
^ ^ z ^ — n. Nehmen wir speziell z = » , so vereinfacht sich die For- 
mel sehr und giebt: 

nr = ^ - TT2 • ^^" + 1.2.3,4 • ^»^ 

A« q* - i«) g* — 9 ») . ^ , 

1.2.3.4.5.6" • ^•'^ + - 

Statt der BinomialcoefiBzienten 2^, 4^9 6, etc. kann man noch ihre Wer- 
the setzen und dann geht die Gleichung in die folgende üher: 

stnXfc _ - _ ^ I 3t*(if — 1*) _ A«(l«— 1*)»«— 2*) - 
km ~ 1«"^ 1^.2» 1*.2«.3* "*"••• 

oder auch 

sinXm _ , _ ^ _ A> (ia— A») _ A«(l>— X«)(2«— A») _ 
^^ A« ~ 1« 1«.2« 12.2«. 3« 

Da A völlig willkührlich ist, so kann kn jeden beliebigen Bogen x beieiH 

ten; setzt man demgemäfs k7C = Xy folglich A = -, so ergiebt sich 

, , sin X 

(11) 






X ' 

X« jr« [(1 »)« — x^] x^ [d «)• — *«] [(2 »)• — jr«] 



(1«)« (1»)* (2w)« (!»)« (2»)« (3«)« 

Von dieser Formel werden wir bald eine wichtige Anwendung kennen 
lernen. 

§. 68. 

Produkte für die Sinus, und Cosinus yielfacher Bögeii. 

Wir haben in C^ip. V. gesehen, dafs jede ganze rationale algebrai* 
sehe Funktion einer Variabeleu z in ein Produkt verwandelt werden kann, 
sobald sich diejenigen Spezialwerthe Zj^, z^y z, etc. von z finden lassen, 
für welche die Funktion verschwindet, Ist nSmlich einerseits 

(i) /(*) = «0 + «1^ + «Ä^* + «s^' + • • • + «w^* 
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und sind die Wertbe Ziy z^, z^, ... z^ w b«ioilaffM^ i^h f(S|) k 
f{z^)^f{f^) .-. => A«J =^ wird^ «obat mw *äc!i 
(a) . /(i) = «„ (^ TP- i^i) j:(* -- *,H^ — *i) •.. (f-^O 
Dieios TIlißorem gestattet eine brauchbare Anwendung auf die Sätze dea 
§. 66,j w«Bn in dics<;n m aU ganze Zahl m genon^men wird. Unter dieser 
Voranssetzung ist nämlich 
fSr gerade m : 

.V «^ ^« I «*(»* — st^y .. 

^ ' 1.3 'l.S.5.4 

1 

■ / .A? »»• (»»• — **) • • • <"»" — '» — «*) . • 

••• + <-*>' i:a.5.4...« ■'"' 

I 

^ ' smx eosx i 1.2.3 • 



k » . : > , 



... + f*-^* 1^* ' — 1— ^ -t ■ : ,i > ■ ^ #Äi"^ jr 

^^ ^ l.a.5.4.-. (ai— i) 

und (iir ungerade m: 



hwatJT 91 m (»t» — 1*) ^ j^ 

^ ' HHX i 1.2.3^ • , J 






eosmx « »•r-1* .^ , 

^^ eösx ^^ 1.2 ■ 



y»' l - 



■ . .,^' («« — 1») (»I«— S«) '...(«« — «-^» ) .....>^^ 

•'•-r^—V 1.3.3.4... (m—i) "*— « 

und wenn nan auf der rechten Seite jedesmal z für «tu x schreibt, so bä- 
4en'die hier Toiioin«iei|den Reibcia (Wtt add ntionaU afgebraisehe Fank- 
tionen von z, wie es das vorhin erwähnte Theorein Toraussetzl. Die 
l^drthe «.^ ft^^ z. u. tf. f.', wekhe die vechten Seiten fiiserer Gleichnn- 
gen zum Verschwinden bringen, sind nun, da überhaupt z =is aäi;r war, 
seihsl wieder die Siaoa gomsser B^n x^, x^, ^s 9 * * *> ^^^ wenn man 
die letzteren finden kann, so bestammen sich die Spezialwerlbe Tonznaek 
den Formeln z^ =:: smx^y z^ =sismx^ etc. Um aber die Bögen Xi, 
x^f. x^ u. s. w. zu ermitteln, bedarf es niir der einfachen Bemerkung, 
4afs die linke S^ite ii jeder der vorigen Cleiahungen mU dbr rechten Seite 
gleichzeitig verschwindet. Die spezielle Betrachtang der einzelnen For- 
aMln 4it nun Mgende. 

J. Nach den obigen Bemerkungen und zufolge der Formel (2) darf 
man statt der dritten Gleichung die folgende setzen: 
(7) eosmx = a^ (max. — smx^) {nkx — smx^) • * • (^ jr — «iiiIK||>' 

tkmmSkk AMlyiJf I. mroite AaS. I7 
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vokfi ll^r «Hl M MiKM iaii . 

Zerlegt mao jeden Faktor des Zählers nach dem Schema m* -^ Ir* = 
(m 4- ^) (m — '^) und ordnet die nunmehrigen Fd^toren des lählers nach 
ihrer Grofse, so findet man ohne Mühe 

, ^,? I a,4.6..»(« — 2)w(jii-|-2)... (»«• — «)(2j») 

H ZZH 1—— Ij'* • ^ I «■ '■ ■ m ■>■ 

d. i. nach ]I«biin(j des Nenners 

und so ist nnn zufolge tou No. (7) 

(8). ••«i|a:.=3: (— l)*" ST^ (^4r — sinx{) {sütx—idi^^) . . . (smx — smxj. 

• . 4 

Die Spezialwerthe von x, für welche beide Seiten der vorstehenden 
Gleichung verschwinden, sind 

TäS' +i^' +2Ä' •••' +~25r" 



und die Anzahl derselben beträgt m^ wie nuMi leicht' beteerkta witi. 
Setzen wir diese Gröfsen der Reihe nach für x^, x^^ ... x^, so ist 
laeh ^a) 

(ios mx 

Nad diefo gilt für jedes gerade m. Duith Veraiiiigiiiig ja awai ifcer ein- 
«ndftr stahender f^ktoren ergiebt siok. weiter 



eo» mx 



TU 

wo nun die Anzahl der Parenthesen rechts — - beträgt* VartheiU man airf 
diese die •— negativen Einheiten , so wird jeder der Faktoren negativ und 

im 

ea iil 



<kpi liyi> IMe> ^mptoMB Mlm^ SM 






\ Um ,, J\ 2m r i/ V . t 2« / 

Da diefs für jedss^'beliebige x gill^ so köMUfH wjr ttiiefa a: rs Mtzen, 
woraus folgt ^^ 1 «•• •- i: •* 

(») 1 «,->,«,._. ^._...^.___ 

<ine sehr beined^^swf flKe |leIi\|tifiD^ ; * , . i 

Dividireo wir mif dieser Gleicnang in die vorhergehende, so er« 
lalten war. » 1 i * { J - i • } . 

(10) CM mx 



m 



eZabl 



Woh»i r^hts die AnzaU di^ Faktpren ^-j- iM^trägt upd fli.'eii|e geride 

sein mnis. 

u il.7 ÄHotiebt B«liMitai«M iMieh n^ QUmhmag (4) 

anwenden* Es folgt nänOeh ans den Früheren muMÜellMir, dafs man 
setzen darf'"' "'" "^ ' "*• • ^'' '''••''^' •'•• " '• ^- •• 



«■»^M*«*- 



Der Coeffizient des Produktes ist einfacher 



•••. .•• 



(«« — 2«)... (m* — m — a) _ ,«_, . 

1.2.3... (»I — 1) 



• / 



wovon man sich leicht iib#9!aeiigen;kaDn, Venn «paa d% Gröfsen M* — 3*, 



-2 



m* — 4^ , . . . m* — m — 2 in Faktoren zerlegt; demnach* bat man * 

sin X cos X 



= ( — 1) * . 2^**" ; (#111 4P — • stnx^) (sin x — sin x^) . . . {sinx — jw jr^ ^ . ^) 

Es sind nun noch die Weribe ar^^^ x^^ • . . x^^_^ zu bestimmen, für 
welohe die rechte Seite in (5) sieb annulKtt,^ für welche al3o auch 
sin in» Bc Osein mufs. » Aus ^r kt;ßten Bemei'bing fipdet man ^eselben 
dsW« fegenden: ' — ' \ / 

17* 
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. +«m' +«S^' +«i.; : T~»^ . 

51» ' 4» 6if M — •* 

Milhin ist jelzl 

wob^ rechls m — 2 Faktoren yorhaaden sind. Darob VereioigoDg je 
zweier Faktoren wird- i / • k ' 






smntx f \ ' I 



smx C09X 



iifti btaa i«»^ ^!!r4;-^ Fäktveh in BaaMthoaw mriMiie» aind; VeMbeiit 

8 



■; '!» .^V-'t ''?;■''■! f»^» •■j ..,.1 .» vi' -• «.. ' 



1 i 



man die in ( — I) ^ enthaltenen m — 2 negativen Einheiten ^u( diespl' 
ben, 80 ist 

, sifimx 



stmx eos X 



= »— .Y«i,«|£_^««,"\ r^«*5_^«rY;..Y>fe«e:^_«i,.,^ 



« • 



Läfst man hier x bis ziju* Gränze Null abnehmen und bemerkt, dars 
1Jmco%x -=- \^ " - * '* 

, . tin mx - . «in mx ' x ' ' 

ist, M wird. ... 



. V «m-i .•9« .-.4» .-,«—8« 

Dividirt man mit dieser Gleichung in die vorhergehende, so erhalt man 

•sin mat 

msinx cosx - ' 



I • * 



i{ 



(< sin*» \ Y. ***« \ A 

■'■-g)('^-g)i' 




oder 



(12) '^J 



OOS X 

sin' 



msm 



sin^ 



V..A- '^'i^A 



4ine 'Gleichuig , wel^e dar in' (M) stehenneii aoatiig ist , du|^ fiir gerade 
IM gik und rechts — ^ — eingdElammerte Faktoren enthäll, s- _ v«% 

in. Beräckaichtigt nari, dafs die in No. (&) links vorkoni^iid* 
Fanktioo sieli für die « — 1 Werthe ' ' ' " ' ' 

» » * A 



t 



.3ä i4» |Ö» ^ « — I » . 



nnuttirt, so erhlHt' man unler Anwendung 41^4 n^nltcben V^f^^bl{ leicbi 
ie fplfende Relation: 



(It) #2« mx 



«f n^nltcben V^f «0 







IM 9mx 






welche nnr fär ungerade »1 gilt und rechts — - — Faktoren des zweiten 

Q^des entbMt. \ / ! ' 

fil^effiio leicht fiädii man bus der Gleich 




( 



COS X 



I« — % 



w«hc4 reehti -^-^-- Fakloletf des KweÜett Gradi^« steien: • ^'' '* 

2 



i- . - . ♦ ..■.,.»; :» «>,. ^i^ 



LMit ihan in den Ponneln (fO), (I2),> (li) md (M) ^<^ m Stelle 

von a: treten , so ergehen sich noch die. folgenden, vier (xleichungen :. 
Für e^n geriid^s m; . 






Hl 

wobei rechts — Faktoren des zweiten Grades stehen; 

2 






t02 Q^XVh »M» Mii|l«xili' BeikMit 

(16) 



( 



♦ «. 







mit — - — Faktoren des zweiten Grades. 
2 

Für ein ungerades m: . 



u« i< 



(17) sinx 

■rit ^T],. Faktoren, uad . , , 

|i8)'. •^•■-..' - I ( :,-5?^ /l...-- 

eo8 — 

. • ' ■'• in * 




■\' * * 







mit — --^'Faktoren, ^ .. ^ - i . 

f Di&e lier Formel» geben co^drimd sin pr^mitlilitfe einer| ganzen 
Zahl m, die aber beliebig ist und die Anzafil der Faktoren bestimmt« 
Da nan die ]^iMcme(ii. «eibsi geUien , wif^ %fß^ #tt€ii daä' miMui W^äf/^ 
so liq;t der Gedanke nahe, m ins Unendliche wachsen zu lassen und somit 
cosjr QOdMnar jimifi^t4»rFV>iiif.iiaenAliQher»)Rr#d4i!kto».i0e^Q6^^^ 
Bevor wir aber weiter auf di<es^ Idee eingeheo , schicken wir eine allge- 
meinere Untersuchung über unendliche Produkte überhaupt voraus; diese 
Vorarbeit ist hier aus denselben Gründen nöthig, aus welclfeii wir die all- 
gemeine Betrachtung unendlicher Reihen dem Gebrauche derselben voran- 
gehen li^fs^* / . \ i "^ ^ \ 



\ 






Qtf, Xni Bto wn«khn FMdakte< MI 

C a p i i e 1 Xm; 

Di<e unendlichen Produkte. , 

-" • • • • • ■ ■ » * • , . 

Die GoüTergenz and Divergenz unendlicher Prodokte. i . t , 

dtts Fr^itikt ein^ eodfioliefi Anzahl ^vwESiktoren kt eisls bttfkuiite 
endliGhe Gräfse, so lange keiner der Faktoren unendlich wii4; MlBte'^riv 
also die Faktoren Wq, v^^y to,» •:• • ^m-^^ deren AnzaUn.isf, sämmt- 
lich als endliche Grörsen voftius imd nennen P^ ihr Produkt, so mufs anch 
P^ Me OMllidK bestimmte «HUse sein. DiMor Stkkh gilt j«1mIiiiUU 
mehr fär eine nuendliehe Anzahl von Faktoren i denn es gdtt i\0 Gimdii^ 

bei unendlich wachsenden n in die folgende Über: 

(2) Lim P^ = w^w^w^w^ • • » tu d^. 

und' hier kann XAm P^ ebensowohl eine bestimmte endliche Gröfse haben, 
als unendlich oder unbestimmt werden. Im efsifcn Falle nennt man das 
unendliche Produkt w^w^w^ ... convergeat und, w.^nn P der Be- 
trag von Lbn P^ist, heifse P der Werth des unendlichen Produktes, 
was einfach durch : i < 

(3) P =^0^1^«^« • • • ' 

bezeichnet werden möge ; im zweiten Falle liat 6^ unendliche Produkt 
keinen bestimmten angebbaren Werth und Ikeil^' diyer gfent. * -^ < 
Wie nun frfiher bei den unendlichen Reihen^ so wifd auch hier die 
Aufstellung eines Kennzeichens nöthig, nach welchem sich die Conveigenz 
oder Bivergeaz eines gegebenen Produktes edtscfceidefl IM^t» Zu daeiH 
solchen Criterium gelangt man sehr leicht durdl die Biemerkatlg^ dafs di« 
Gleichung (1) die folgende nach sich zieht : 

IP^ = iw^ -{- Iw^ -f- /w, -f--. . . -f. A<'»_i 
am wetober fiir unendlich waohaende n folg^ 

(4) IP = IWf^ -j- /wj -|- h»^ -J- hv^ + • • • 

An diese knöpfen sich unmittelbar die drei Consequenzen : f) convergirt 
die Reihe 2«d^ -t* '^i -h ^^^ "j* - * * *°^ heifst s ihre Summe, so conver- 
girt auch das «Produkt t^o^i^s ••• ^°^ s^i° Werth ist e*; 2) div^rgirt 
iivFRdke il»^ ^'^i 4 ^^ 4** * «* • j^^^h ^j dab shte Swarafc «ae ^loo 
wird, so convergirt das Produkt n)QW^w^ . . .' mtA sein Werth ist die 
Null; S) divergirt die frßgljicbe Reihe in der Weise, dafs ihre Summe 
s= -|- oo oder gänzlich unbestimitt wird ^ (wie z.B. 1 — 3-|-5 — 4 
-|f «la) ^ w 4iper§K« ^adob dm in Red« stehende Produkt. «^ Obaohon 
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es nach diesen SXtzeo keine wesenffiehe Schwierigkeit haben wirde, ein 
gegebenes Produkt «nf sein^ jCooTergenz oder Divergenz zu prüfen , so 
ist es doch yortheilhafk, die obigen Critefien noch einer weiteren Be- 
trachtan^ zn interwerfen , deren Zweck auf eine Vereinfaabong nud mit- 
hin auf leichtere Anwendbarkeit jener Criterien gerichtet ist. Wir müs- 
sen defshalb vorerst eine Bemerkn% £ber den Ausdruck /(i -|*z) ^- 
sdialten. 

fiezeichiien wir mit{ einen weseodiok positiven änblM Smdk , so 
irtbekMMtlich 



m 



+ö=f-ip+f'6-ini^--) 



IKo'Sinnnie der eingeklannierten Rohe betrügt nnn oCenbar wenige sIs 
die der feigenden 

mid also jedenfalls noch weniger als 



s + tf + s^+- = ir 



t 



wenn nun der Bruch f -^ - ist, so hat man 1 -^ { > « und r <C 5, 

mithin folgt jetzt 

11.1 

und wir kfioaev dalter seU«a 



wo « einen poätiven ichten Bnush IteseicbDet, auf dessen Werth en nicht 
weiter ankönnt. Gau «aialog ist weiter 



m 



-t> t-*f._J:.(i + lf+*f.+...) 



und da wir aus dem Vorigen bereits wissen, dafs die eihgeklanmierte 
Reihe weniger als die Einheit ausmacht, wenn i^-z ist, so folgt 

7(1-0 = -t-it«-f^, 1:^1:' 

wo ß wiedenm eine« potitiven lohten Bmeh bsKelduMt. ; S«hrflik«r' wir 
die verstehende Gkiehwg in der Fem 

• •/(i_9 = (_j) _*(_j). ^.(_9»|j' • -^ 

SO können wir sie. miC der i. unter M#»(&)i voMBeiehneteit&eMefanng xnaani- 



lüter Weiih weiriger als 7 beträgt; ist 

und dabei bezeicbnet f* eipen positiven ächten Bruch. 

Um nun das naendliche Prodakiic7otC|tr* ••• liäber antersacben zu 
können, geben wir ihn^ die Forn^ 

(7) (1 + »o) a + i'i) (i + »«) "+ ?.) . • . 

in welcher Vq^v^, t?,, ... nepfa ebenso btliehige Zahlen sind, wie vor* 
bin W0f Wif w^ . • «9 und beortheilen die Convergeoz oder Divergenz 
desselben dnrch IJoleitüchiii^ 4er üeihe ^ - * 

(8) /(l+^o) + ^(l + ^i) + m-^v^) + ... 

Damit dieselbe convergire, ist zbotiefast notbwendig^ dafs ihre Glieder Ins 
UnendGche abnehmeii^ also für unendlich wachsende n, JJm 1(1 -|- rj = 
sei ; daraus folgt sogleich, dafs him 1^^ =3.0, mithin die Reihe der Zahlen 
^0^ '^\9 y^%9 •«• ^'^s Unendliche abnehmend sein mufs. Unter dieser 
Vorai^ssetzuDg gi^bt es imjner eine Stelle, von welcher ab die Glieder 

kleiner als ~ bleiben; nennen wir v^ die erste :iiiHer den 'ZaMen ^^^ 

o 

^014.1 ^<^fH« ^'^M welche weniger als - betragen,, so ist nach No. (6) 



(9) H% + t^J + #(t + r^,> + l{\ +»,+^) + . . . 

= «^ü + «'ä+i + «^«M.. + • • • 

— 5 [^i + «'i+i + ^i+, + • • •] 

WO fft^, fftj , f*2 9 ' • - verschiedene positive ächte Brüohe l>ezeichnen, auf 
deren Werthe es nicht näher ankommt. Wir unterscheiden nun zwei 
Hauptfälle, ob nämlich die Grilfsen v^^ "^wi^xi ^«+25 « ' • dnrehaus glei- 
che Vorzeichen haben, oder ob sie Zeichenwechsel bilden. 

Wenn im ersten Falle die Reihe v^ -I- Xi^^^ -f- ©n^,., + . . . convcr- 
g|rt, aa eonveqpvfn die R^ben 

«'i + »i+. + t^l+. + • • • ^ 

offenbar um so. stärker, weil ihre einze|nep Glieds kleiner als die ent- 
sprechenden Glieder der #rsten Reihe 4<^d ; hferaus folgt auf der Stelle 
nach No. (9) die Coniwigenzdar Reihe linker »Hand« and milittii auch die 
des Pt^oduktes ' ? 1 ^ 

I » * ■ 

•..»... (i<4* u^). <i 4* ^^>i <i4. ii^^y . 4 i '. -' 



80l0eD wir su ümfm PnMbiB meb das Mgfwle 

(1 + t'o) (* + •'i) (i +«»•)••• (1 + ^u^O . 
hinzu, so ei^ebt sich folgendes Theorem: 

Die Convergenz der aus Gliedern von durchweg gleichen Vorzeichen 
gebildeten Reihe: 

^0 + ^1 + «'s +«'»+••• 
bedingt die Cönverg^mz des Produktes: 

(i + »o) ß + ^i) (* 4- »«).(* + ^%> *•.• • 
und zwar ist der tVertb desselben vdn Null verschieden. 

Hieraus folgt z. B. auf der Stelle, dafs die unendfichenPirodukte 

<... '^ (.-S)(-S)(-S)-- 

<") 0+^0('+S)('+S)- 

convef^ren ' und ^War gegen "Werthe , die von NuU verschieden sind, 
wenn nicht zufäUig einer der Faktoren selbst gleich NuU ist. 

EtWas anders gestaltet sich die Sache, wenn die fallende ReMie f)^^, 
^«+1^ ^ wt aJ • • • wechselnde Vorzeichen besitzt, also eo ipso convergirt. 
Dana ist smiraMk ^e -Rttibe 

• » 

convergent, weil sie dieselben Zeichen Wechsel und kleitiere 6lfeder wie 
jene besitzt^ dagegen ycn^ekt esjsich nicht von s#lbst^. dftf» die Reihe 

convergirt, weil sie durchaus gleiche Vorzißicheif bat; so ist z.B. von 
den drei Reihen 

i 1 I 1 _^ : 

die erste sowohl als die dritte convergent , die zweite aber divei^eifC. In 
diesem Falle erhält man au^ der 'Gleiehung (9) folgendes Theorem: 
Wenn die beiden. Reiben ' 

»0 + tfj *!* », -f r 3 ^^ . • . 

gtekittatig «oiiv«ij;irmi> so ooive^prldv VrtdUd; 

(1 +v^) (i + ^i) (i + V (1 + ^a) • • • ' ^ • 
gegen einen von Null v#rsehiedei|tn ÜVtrtb^ infen^ dagegen die erste 
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liehe Pr«dak| gugett dim Wwrtb Nill. 
Dieser Regel zufolge /conTergirj; da« Produkt ^ t ^ ' * . t S 

gegeu einen von Null verschiedenen. Wertki wd das PftMhikl v 

'('+i^)0-pi)0+,Ä){'^Pr)-H' 

gegen den Werth NdUL/^ WM mm ^ bekten. grimteaen Tiwortas 
in ein einziges zusfUHBienzieheii, was fitf die Ai^wf ndung »n bequemsten 
ist, so kann man '«ich foi^endermafsefti wsdrücKerf: 
..SphaJ4 die onendli^lie. ileibe . 

^0 + «'x + «'s + *?s + • • • 

convergirt, so convergirt auch das unendliche Produkt 

. (i + ^o) (* + H) d + v^) ü +v^) ... 
und zwar ifll der Werfh dessdbea von Null verscUcden oder gleich 
Null , JQpaiQlidem die . unendliche Reibe» 

convergirt pder diverg^rt. . 
Wir haben bisher immer die Convergenz der fallenden Reihe Vq, 
^19 ^t9 • • ' vorausgesetzt, and es wäre daher noch zu untersuchen, wie 
sich der Werth des Produktes gestaltet, sobald jene Reihe divergirt. Im 
Atlgemefnen lasseii sic1i fiun hierüber leine Theoreine aufstellen , weil die 
Divergebz^ der 'Reihe i^^, v^, v^^ • .*. wedei* die Convetgenz noeli die 
Divergenz der Reihen rj', v^, vi etc. und i?J, t5j, t^ etc. nolhwendig 
Bedingt;' es bedarf dann jedeä gegebene spezielle Produkt einer tJnfersu- 
drang fSr sich, die mittelst der Gleichung (§) Iveiter keine iSchwieri^ei- 
tc» darbietet. Ist z.B. das'l^odukt 

0+1)0+1) (.+!).(. +fj-. 

gegeben und — der, erste Qubtierit, welcher weniger als - beträgt, so 
folgt nach No^ (0) . . 

■ \m* ^ (jR 4. !)• ~ (»14.2)8 ~ J 



oo 
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Vmm i9ä tbtjkfm Mehler Hasd Ml die ante üfetf^fmij die 
ebenso die dritte conTei|;eBt; «in liel demneok lür f^Mfwe 

'[(' + ;) (•+,Tn)0+.-Ti)] = 

nnd mithin divergii^das obige ProdoLt', todem es unendlich wächst. Aaf 
genas gleiche Weise wärde man Inden 

'[0-9(-irTi)0-^)-] = — 

wmi hieraus «rkeiuien, >deft das Meadiehe Predokl ^ 

o-o(-i)(-r)('-9-- 

gegen den Werth Null convergirt« — Ähnlicher Schüsse kann man sich 
in allen anderen PäHen bedieilenl « 

Ttmmtatmttdom der Beibm m Prodnkld tod abgbldehrt. ' 

I. Es giebt ein sehr einfaches BCtiel, um Heiheu wie 

«o + «1 + «a + «'s + • • 
in Produkte umzusetzen, sobald man im Stande ist, die einzelnen Suramen 

^0' «o + «i> «o + "i + «a* U.S.W, 
au&ufinden; mau hat nämlich offenbar die identischf; Gleichung 

(*) ^ «O + «l + «• + «'» 4- ••+ «»r^l 

-- !fa "• -4- "i "o + "i + "a «o + «*-j hf^m-. 



u 







«*o + «i ' * «o + «1 + • • • + " 



in welcher «ich rechter Hand jeder Nenner gegen den felgenjden Zähler 
hebt und die Anzahl der Faktoren gleich der Glieil^raiizahl linker üafiA 
ist. Da die obige Gleichung nie zu geüen aufhört, wie grofs airah n ge- 
nommen wird, so bleibt dieselbe auch dann noch fichtig , wenn man m 
unendlich wachseii läfst; ds^ist dann- • ' ^ ' ' f * 

(«) «0 + «*i + «a + ^s + • • • 

_ «^0 «o+iii «0 + «1 + «a tfo4-«i+«^a-t-«« 
* «0 «o + «i «o + ^'i+^a 

Trotz i seiner grofsen Binfaehheil ^t dieses VeqfiihnEui i d^c^ hitafig von 

wesentlichem VortheHe, wie wir an* dem folgenden ^B^ispiel^ zeigen 

wollen. 

Die gegebene Re9ie «d die' io Formel (10) §.'47. vorfcomiaende 

lOJ 1 ^^ ^— — ., ■■ .i>. -,. in ■ »-> * » « I I» «.-1« ' ' ' W J ^ 1^1 — 



t • • 



. . • 



so finden di» Gleicimngen statt : ' \ ' *^ \ i 
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«0 ** * 
■ , l« — »• 

«o + «i = j« 

«'o + «i + «, = jiT^p 

{•li« .'»• t<.« • 

. l •' h ' ' ; ■ • ' ' i ■ > 

und hierans erj^ebt sieh nach Fornel (S) auf der Stelle , dafs die obi(p 
Reib9,4>it den AMndiicIien Produkte 

• ( ■ ifi-^« • 4*j-i*- ä»^A« »*'-^A« ' ^ ' : 

—{1— • 2» • 3« • 4« • • : • 



" ) 



('-S)0-S)(-S)(«-S)- 



einerlei ist. Andererseils war aber die Summe jener Reihe bekannt, 

» 

nämlich = ^-r — , mid so folgt nan das schone Resultat 

Ast 

welches für jedes X gültig ist. Durch die Sapposition A« = or^ also 
A = - , ergiebt sich noch die* Formel 

<5) ««x = «(i-jj^,) (i-^y(i_^,) ... 

der zufolge jeder SiDUß in der Gestalt eines naendfichen Produktes ingi^ 
Stellt werden kann. Ein Gleiches gilt yon dem Cosinos; läfst man näm- 

lieh X ^ die Stelle von z treten, so ist aueb 



(«) 



'*l'^l(*-Ä)(*--iftp)0-iÄi)'- 



lind aus den Gleichungen (5) und (tt) folgt jetzt ^ indem Aian von der 
Foraael 



l?05 - 



1 « . äP 

8 



Gebrauch macht, die analoge Cosinusformel 

(7) e«| = (t-^J^) (i-ä?^) 0-5.^.) ••• 



und ebenso 



(.. »..=(.-i^)(.--^)(.-i-)... 
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Za diesen Ergebnissen kann man aneh ^adnrcb gelangen, dafs man in den 
am Ende des vorigen Capilels twseieiaieten Gleichangen die Zahl m ins 
Unendliche wachsen läfst. 

Will man die in den obigite Fortiieln rorkommenden Faktoren zwei- 
ten Grades darch Faktoren ersten Grades ersetzen, so ist aneh: 

(9) smt . , , 

=K-s)('+a('-s)('+s)('-s)o+£)-- 

(10) cos X ' ' '■■ ' 

= (-S)('+B)(-M)0+£)0-©(«+£) ■•• 

Die Formel (9) kann anter Andern auch snr Entwiekehing nnenfficher 
Produkte für dfe Lndolp^slDbe IM jdi^nen, sohkill man nii^liahr dem Bo- 
gen JT. einen solchen Werth giebt, dafs der Betrag von diix onmittelbar 

ff 

bekannt ist: so erhält man für a: = x 

.% ' ■ 

j . 3 : )2? 3 4' : 4 6 6 
oder umgekehrt 

« 2 2 4 4 6 6 

(11) s = 



• • • • 



und auf ähnliche Weise ior :v s=: t 

i : 4 



1 3 3 fr 5 7 



• • • • 



i . ; * I I 



\ 



• • « • 



n « 4 4 8 8 13 12 16 1« 

(*«) "4 «» p^'s' 6 • r ' 9 • iT"' Ts ' U 'IT" 

Durch Combination der Formein (5) und (8) oder (9) und (10) liersen sieb 
endlich auch für tan x und eoi x meodliebe Produkte gewinnen ; über- 
haupt kann man jetzt allgemeiner sagen, dab die sechs goniometrischen 
Funktionen $iMX, cosxl $ecx, cosecx'^ tanx, cötjx unter der Form 
unendlicher PrQdukte darstellbar sind. 

II. Die identische Gleichung (1), welche die Verwandlung ainer 
Reihe in ein Produkt andeutet, kann auch umgekehrt zur Transformation 
eines Produktes in eine Reihe benutzt werden; setzt man nämlich 



— = Wn 
1 ~ » ^ 



«o-Hi 



«0 



«0 + ^1 +«a _ 






«-Ir«t , . "• 
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•o gielK liie . Anflösuqg dieser Gleichungen: 



«O = ^0 



«1 =^ «'o (««'i — *) 

• i » 

ti94 jdia. Formel. (I) gesittet sich jetzt bei umgekehrter Anordnung wie 
folgt: ' ' 

• — «'o'+ «'o ("^1 — *)+ «'o«'i («'a — *) + •• • 
'• * .... + Wo«'» •.. V«— •(•'«_, — 1) 

Diese sehr einfache Formel , von deren Richtigkeit man sich auch durch 
Etttwickelong der rechts stehenden Produkte unmittelbar überzeugen kann, 
kann qua zu dem oben angedeuteten Zwecke benutzt werden ; für unend^ 
Keb wtehsea^B ifi ist noch v • ^ , 

(14) iVqW^w^w^ ... * 

=* «^ö + «i («'l ^ *> + Wo«*i ♦«'»-:-*) + »o«'i V«(Wa — I) -f ^ . . 
Vm ein Beispiel zu haben, ^ei 

MW ftidf t 4«»» 4«f to SlflUe : 

Hier lassen cie)i die diti Fille ßi^tt, ß^f und j^-^a tiBtenebeideq, 
W«l«i wie.iUki .« »od ^ als iKtBitiv« ZaUen l>e4M>len. In cr^n .Fallf 
dlvergirt di* Reibe reolUar Hwd, in zweite« FaUf ^ei ttSttntt^s ein« 
noch stärkere Divergenz statt , and wir müssen uns daher , wenn wir das 
nichtssagende Resultat 00 = 00 vermeiden wollen , auf den Fall ß ^te 
beschränken. Wir gdien dann der Gleichung (15) die Form 



(16) 



(-^0('-:-?-0(-^0" 



~ « L "*" «-I- 1 "•■ («+!) («+2) "»" («+!) («+«) («+3) "^ •" J 

und untersuchen die linke Seite mittelst der Formel 



l 1 . . - 

<w 
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Es ist dann, wenn m so ^fs genommen wird/ dafs ^^ <| 
ausrällt, 

JT^ + («4-m4.,)k' + (. + « + «)• "^•••J 
ilier diver^'rl die erste Reihe rechter Hand ^ die zweite und dritte coii- 
ver^ren, mithia ist 

'('-^)+'0-4iFi)+'(* -^^ 

und folglich aach der Werth des in No. (16) verzeichneten Produktes 
gleich NaD. Hierdurch wird die Coavergenz der rechter Qand stehen* 
den Reihe bedingt, tnid in der Thar kann man sich direkt dnreh das Kri- 
terium in §. 32, U. hiervon überzeugen« 'Bit GleicfiMiDf (M) poK m» 
unter der Bedingung »^ß 

IJ^ ^ "^ «^n[ ■*■ («+!) <«+2> + : * • 

oder ffir « = a — 1 und /J = fr, wo a -r- 1 ^ 6 oder 0^6 + * 
4ein ^ufs, * ' 

Durch eih tfaiiSches VerTthren kann man leicht nodi viele #mrt^ Aei* 
hcsnformeln aus itt Belrti<Atttng unendlteher Rrodidtte herieitea. 



I ; > 
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* . .. • 



C a p i t e 1 XVm. 

Die Bemoulti'schen Zahlen und die Sekanten- 

coeflizienten. 

, : §• ?*• . 

Als Ausgang^ankt für eine weitere Untmudiimg wählen wir die 
öleichuDg ' * .' 

'ir~y T Pli« j V ~ ä^j V* ~ ^^^) • • • 

indem wir von beide» Seiten (ferseiben die L<igarithmen nehmen nnd letz- 
tere nach bereits bekannten Fermein weiter entwickeln. Setzen wir 
X'^n voraus, so sind sammtliche Logarithmen rechter Hand reel, nnd 
wenn wir auf jeden derselben die Formel . x ' 

anwenden ^ was anter der vorigen Beschränkung erlaubt ist , so folgt : 

_ x^ _ 1 x^ ' _ 1 x^ 

^ X^ ^ i X^ i* ' x^ 

~ 3««« "^ 2 • 3**4 ~ 3. "• 3«7r« ~ * ••" 

oder, wen| m^n diese Reihen in vertikale^ iKi^htung zusammennimmt, 

fsin x\ 

xir} 

~ ^ «« VT« + ä« + ä« "** •• 7 

~ 8 • «• 1,1« ■*" «t "*■ 5* + • • • J 

.' i —' 5 • rt« VI« "•" 8* "^ «• T "7 

Sdüftodlek Aoalyiis I. zweite Auf. £q 



Bezeichoen wir die SammeD der eingeUamiiierten convergenten Reihen 
mit S^, S^, S^, . . ., so dafs fiberhanpt für ein positives ganzes n 

All ff .' I I ! \| /» ' 

ist, so haben wir unter der Bedingni^ x ^n 

Man kann aber ll 1 auch noch auf andere Weise in eine conTer- 

gente ReihO: verwandelp^ Man hat nämlich 

sinii _■ x^ ( *»_ , x^ _ \ 

zujpieich i$t für a: <^ n der Quotient — — - ^ 1 und positiv/ folglich 



jr' 
2 

mithin 



.SV 4.5 + 4.6.6.7 ' "j "^ 



/l 



= 'L* ~ «^ i* ~ *^ ^ 4.5.8.7 " • • }J 
nnd durch Verwaadluag in ^ine Reihe 

~ "" %Tl V ~ i^ 4 . 6 .^ . 7 ~ " 7 
"2(273) i*~4T6 + 4.5.6.7~'V 
3 \2 . 3J V 4.5^4.5.6.7 J 



Fährt man die angedeuteten Erhebungen auf Potenzen wirklich aus 
und ordnet Alles iach A)te(^zeli von x^ ai findet man 



9 



» •» 



($in x\ 



2jr^ i_l 2»4r^^ JL_^ 2* x^ i 

"^ 1.2*6 fe * 1 .' 2 . 5 .'4 • SCy 5** 1.2. 3. 4.5.6 ' 42 

Hier kommen gewisse rationale Brüche 



I I 



■ miik SaknttetoefBztetttb STS 

6' 30' 42' ••• 

in den CoefBzienten vor, deren Gesetz man nicht sogleich übersieht. Man 
nennt diese Zahlen, deren Bilduxigsgesetz wir, später einiefaen werden, die 
Bernoalli'schen Zahlen und bezeichnet sie mit JB^^ B^, B^, •••*)9 
so dafs 

(5) /(— ) 

^ 1.2 f* «.2.3.4 3*1.2.3.4.5.6 

ist. Vergleichen wir in (2) und (3) die Coeffizienten gleicher Potenzen 
von Xy so finden wir 

»•^~1.2' TT^ * i.2.3.4' »r« •" 1.2. 3*4. 6. 6' '" 
folglich 

1 «SÄ - .^. r*^ 2-« «* - Ä - Stefi ' 



*• 1.2 ' * 1.2.3.4 ' •1.2.3.4.6.6 ' •• 
überhaupt 

•* 1.2. 3... (271) 
d. i. nach Formel (1 ) 

w ^ «• -r 2«« -r 3»» -r 1 . 2 . 3 . . . (2 »)* 

Diese Gleichung zeigt einerseits , dafs die Summe der reciproken geraden 
Polenz^o aller natürlichen Zahlep gleich ist einer Potenz von der Ludol- 
phischen Zahl, multiplizirt mit einem gewissen rationalen Brache ; ande- 
rerseits könnte man sie zur Berechnung der BemouUi'schen Zahlen brau- 
chen. Diefs Letztere iifäre jedoch sehr unbequem; wir werden später 
eine leichtere Methode kennen lernen. 

Dividirt man leidierfteils in (4) mit 2**, so kdmmt: 

W ^^m -^ 4,1. i- ^«n -t- 2.1.2.3 ... (2«)' 

zieht man diefs von (4) ab, so findet sich leicht 

W 4«n -r sa« -1- 5«» -I- 2 . 1 . 2 . 3 . . . (2«) ' 

wodurch auch die Summen der reciproken geraden Potenzen der saoees- 



^ MandAs besdelmeii sie mk B| , B, , B, etc. Die obige Weise kt aber wegen 
der ähn^chen Sekantencoeffiaenten vorzoziehen. 

18* 
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siven angeraden Zahlen gefanden werderi können i z. B. fSr s s= 1, weil 







*- 4_ i_ 4_ L J. * X -*• 

i* ^ i* t- ^% -r ji -r " ' — g-' 



§. 7«. 

Einführang complexer Zahlen in die nntndlichen Produkte Rir den 8üi«s 

und Gosinos. 

Die GlficKangen (5) und (8) iq §. 70. könaen als bI<Me Transfbnna- 
tionen der Formeln 

1 -2" 1 . 2.3. 4 



eas X 



Jtn X 



~ T~1.2.3"*"l.2.3.4.5~*** 



angesehen werden« In der That würde man auch durch wirkliche Aus- 
führung der dort angedeuteten Mulüpiikationen bei Aowemfaing deg nume- 
rischen Werthes von n finden: 

cosx =^ i — 0^5 . X* -J- 0^041666 . . . x* — ... 
sin X = X — 0/1666 . . . x» -|- 0,00863 . . . x* — ... 
was von dem Vorigen nicht verschieden ist. 

Die vorstellenden Formeln gelten aber auch für ein imaginäres x = vi, 
wenn man 

4ios (m) = \- ^ M (vi) =^ — t 

nimmt. Es müssen folglich auch die Gleichmigen (8) und (5) in f. 70. 
für X ^= vi richtig bleiben. Man erhSIt dann 

« ^^^ = <.+j4)0+Ä)('+Ä) •• 

Diese Formeln könnten ..zur Berechnung von ^ dienen. Nachdem näm- 
lich für ein gegebenes v der Werth des jedesitialigen Produktes rechts 
berechnet worden ist, sieht rechts eine bekannte Gröfse i^ für ^ =;=2; 

1 ♦ ... 

ist dann er^ = -, und folglich wäre dann noch die quadratische Glei- 

chiiog X (2 + -f =•* ^^^ o.\^^^ 1 ^^ * auCwJöscn. 

Der ausgesprochene Gedanke von der Einführung imaginärer* Gröfseit 
läfst sidi aber noch ia gröfserar Allgemeinheit ausfuhren nni zprar auf 
folgende Weise: 



L Ans der Gieieh^ng (9) in ^ 7Q. folgl, wemi^ntui Mdarseits die 
nalürlicheii Logarilbmen nimmt; 

Im X 

+ 'Bi^) + '(^) + • • • 

und wenn man or ac ft -f~ ^ iiimi$t; 

(3) ^ sm (u -f- wf ) 

+ i^- Ä) + '(^" + ,4) 

Nun hat man nach Formel (8) in §.:59. . ' 

(4) /m(«r-^-w) 

= T M — -^7 -^ — r-^ I + i Breton \ ^ , ■■ co/ « l 

ferner nach Formel (13) in §.58. 

(5) l(x + yi) => i /(x* + y«) + t Breton ^ 

z X 

Zwfi ml|f mqander folgende Glipdir in (3) sind voa der Pofut • 

\ nn nnj \ nn * «tt/ 

worin n ganz und positix ist; für diese fiidet man mitteist der so eben ein 
tirten Formel 

(6) 



V n7t un) 



=*^ « M ^-« ^ I — i Breton 

(T) ^ /• — X-^ J k 

±= - /l ' , J I + I ^rctan — - — 

2 V a*^* / . . «Ä^-w ... . 

Führt flian diese Gleichungen (4), (Jk), (6), (7), die beiden letzten für 
»= 1^ 2, 3} • . « IB ^(3) ein, so wird . ^ 
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= - /(«• + »•) + t Aretan - 
1 ■ ■ tt 



*■ ■ > ft 



+ 

Vergleäcbt man hi^ die reelleb'uod iraajfiiiärea Theile aaf beiden Seiten 
und bemerkt fiir den ersten, dafs ans einer Gleiobung wie 

unmer folgt 

' A =?t a\cd . . . ' 
so ergeben sieh folgende Relationen: . 

- «^ + tr^' cos 2tt 



4^ /i»j-iHh^'\ /te-*i< 4-t>»\/2ifefii 



nnd 

c" + «-«^ J 

Aretan rh Aretan - — •% — 

I n — u ' 1 n-f-u 



= Aretan 

u 

* 



n. Eine ganz ähnlicbe Transformation ist auf die Gleichung (10) 
§• 70. anwendbar. Nachdem man beiderseits die natürlichen Logarith* 
men genommen hat, setzt man or =7 « -f- i?l. ' Zufcdgef der in den §§• 58 
und 50. entwicketten Lehren findet man links: 

* ,/'«*'4-«T^ I eös2u\ . ^ /if — «*» \ 

= - /| 4 1 ^— I — < Aretan I ^ , ■ _ ■ tanul 



Alle ReiheBgUeder rechts moA von den ^F^meo 

( V *« . ~ "^A i ,v, {^^ ; I 'fjl V . 

worin n eine ungerade Zahl bedeutet« 

Nach (6) und (7) bat man Sie and f ^ flir it und ti 'gcisetzt,' ' 

S V »•«• y »* — *« 

und 

a V »*»* j ^ w + aif 



( I 



•»'. * 



Subatitoirt nan dieae Wertbe fiir » <;;;p I , S» 6, . • , pnd .vepvleicb^« dann 
die redien upd iaagwifen TbeSe beideraeila, . fe erbält; maa ta%e^d{r 
Reii|tw»(nt 



= Aretaä r-- jireUm p— - + -r/reftw —- 

l9K-^Stf in-Y^u ' 3» — 2tt 

— Aretan -— — r— r— + • • • 

3»-|-3ii • • . i :. , ,,-: 

welche die Analoga zu (8) und (9)^ shid. 

BeneriLenswerth ist hier der Fall » = t?. In (8) sind zwei auf ein- 
ander lblg«nd? FaktorM 



% 9 



für t? = ie wird daraus 

■ 

/«•«* -|- 2i# — 2«mr\ /«•«* -i|- 2ii* -|- 2tt»ff\ 

^ > ' ^— i ^ — ^ == 1 -I- 

.... . . 

folglich bat man aus (8) für t) = » 
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=--('+!^)(:'+.?s)(j+i^*)- 

Ebenso leiclit erhlUt man aus (iQ) für r r=^u > .. / 

(15) -.r-^ — +— 5r- 

Aach Ton den ißleichangen (9) und (11) läfsi sich eine interessante 
Anwendung machen, mit der wir ans etwas ausführlicher beschäftigen 
wollen. ^ i 

Die He9i0n fiir die Tangente , Gotangente und Coeeninte. 

' Zwei ebenso' einfache- aU el^gantö' und brauchbare Relationen erge- 
bin sieb atii'(4) nnd (11) dadurch, dafs man beidierseiks* mit > ditidtrt 
und dann zur Gränze für abnehmende v übei^eht, wobei mair den Satz 

X^iin = 1 [g. 9. Fgrmel (5)] mehrmals anzuwenden Gelegenbdt 

bat. N4cb gesckehc^ilnr Divlsipn ua\ p ItT^t sieh jdie Koknßj^fevoi^ (#) in 
folgender Fofm darstellen: - ' ' ^\ - ^ 

Breton I ^ ii ' ■ ■ C9t u\ j ; 

\t^ -f- «-• / ^ — €-* 



cotu 



Hier ist nun für abnehmende,«)^ Lim{€^ — e"*) = 0, lim (e^ -(- er^) = 8. 
Setzen wir der Kürze wegfcn •' ; ' 



cot u r=z 6 

so ist d eine Gröfse, welche mit v gleichzeitig Vi^(,»ir. ^vrämte PiuU.ab- 

nimmt. Für den ersten Faktor I^I^en wir also-Lipi -^ :^ 1. 

Wir haben nun noch 



Xtm ; — und Lim — i 

zu bestimnien. Es ist aber durch Verwandlung \^n ^ und err in Reihen 

r^ =^ * L "^ iTaTs + 1 , 2 . 3 . 4 . 5 + • • J 

folglich 



< • »I» ,• •• ; • ..ii I 
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Lm C :_ =s: 2 

Ferner haben wir • ^ 

' - COlU ' G%tU 

Ltm ^ ■ -■ — — - ^ — r — 
Fähren wir alle diese Werthe ein, so ist 
(1) LM ri Breton ^ ^ ~ ^ eof u^] - 

:=r 1 . 2 . — -— = cot u 

« ■ I 2 

und diefs bleibt auf der linken Seite in Formd (9) stehen. 

Alle Glieder auf der rechten Seite haben nach, geschehener Division 
mit V die Form: 



r ' 



V 

Breton — z=— 
i . V nit4-u I 

- Breton — =1^- = = — . — =r— 



worin n eine ^ifiz^ positive Zi^Lbedeutet. 



' t sfieKon^ wir ■ x^ ' 'm 9. aoisi ^. 4ia^ inil e dei^iiieitk bis zur 

nn -^^u «r- ^ 

Gränze Null abnehmende Gröfse; folglich wird 

Z/iifi I - Arci»n — *=— I c=: LifR — ~ — . — =^ 

— V 

Fähren wir dieses Resultat für n = 0, 1, 2, . . . und das in (1) erhal* 
tene in die beiderseits durch v getheilte Gleichung (9) des vorigen Para* 
graphen ein, |u> ergiebt läch 

oder wenn man je zwei Glieder zusammennimmt: 
(3) cotu 

1 2ii ' 2« ' *2tt 



• p 



Dividirt man auch fn der Gleichung (il) §.72. beiderseits' mit i? und 
geht dann zur Gränze für abnehmende t) über, so flndef man ebenso leicht 

und für ein ungerades n ' 



im I - jircitM — ==--- I = — ==— - = — - — 
\j) tm^^uj nn-f-2u nn 
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woraus dann folgt 

oder 

(5) tan u 

°©^^^^^- 

Man kaoD diese beiden Gleichungen auch leiebt in folgende Formen 
bringen : 

(6) tm- = 1 1- -z -z — TT- + • • • 

und 

ff < ' 

(7) ÄWj ' 

»• — tf« ~ (S«)« — if« ~ (5jf)* — if» ~ 
AddiH man endKchi die lUeiehMgen (2) nd (6), <3>«od (7), unter 
der Bemerkung, dafs 

, ■ . « cos if - 1 — eos^u 

* 2 itnu * smn 

■ 

1 



= cosec ff 



sm u 
ist« SP erhält man noch: 

(B) C9$ec u 

^l._i ! 1 i i I 

tf"'"« tf 9K-4-tf 2ff If J»-C7f. ■ 

■ ■ ■ « 

worin das VonseicheB rechts von P^ar ze i^aat wechselt, -«nd 
(0) co^«c tf 

1 I %u 2tf I 2« 

S "^ «* — If« ~ (2«)* — If* ■ (3«)*/— If« ~" * " 
Aus diesen ffir jedes u geltenden Aufdrücken lassen sieb Mch unter 
gewissen Beschränkungen andere ablejtea, welche die Cotapgente, Tan- 
gente und Cosekante in Form solcher Reihen darsteilen , welche nach Po- 
tenzen der veränderlicheii Gröfse u fortschreiten. 

Bezeichnet nämfich a eine coostanle OHirse, so ist nnmer 

If If 1 



r* -— tf* j«* * .. tf * 

r t — j 



und hier läfst sieh für 



virf dii Mua^mk^oMziMttt. 



oder 



u 



H "> '^^ a 



1 
der Quolieot -^ — :^ in «ine Qeibe ve]rwaiide|n (§.28,) nod giebt 



*-5i 



a« _ tt« — Ä« L^ • fl» i ä4 1" «6 T • : • J 

1 ftt , .«<• I "* ^ "^ J 1 

='«[«''" «^ "*" ^ "^ ^ ^ * J 

ÜieseTransrormatioD kann man mit jedem Giiede der Reihen (i), (S), [9) 
VorbehbKte; ¥%r die erste mfis^efn die Bedingungen 

Ä^«5^— *«, 2n^upr — 'S» ete. 
erfüllt sein, welche 9ich auf die erste reduziren. Wir haben also für 

cot u 

_i_?r--i---4-!it4-^+ 1 

"~ tt n\jt^ n* ^ 1? ^ n^ ^ J 

~ i^i Lsi + \äi} + 1$^J + • • J 



I ' I 

Losen wir die einzelnen Parenthesen anf und nehmen darauf alle Glieder 
in vertikaler Richtung zusammen, so erhalten wir: 

cot u 



tt^ 'i^ 1,1« "*" 2« "*" P "•" • ■ V 

■~'*^(T» + 5^ + i^ + "7 



» » 



oder, wenn wir die Summen der eingeklammerten. lUiboii »Mb Fprinel (4) 
§. 71. für a :=: 1 , 2, 3, . • ..bestimmen, 

(10) eo^ u 

, i 2*i?. 2*i?. , 2«Ä. ^ 

u i.% < 1.2.5.4 1.2.3.4.5.6 



• . . 



n 



n 
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oder auch . wenn man « = ^ or setzl and mit S beiderseits dividirt : 

2 

~5 l.S l.«.ar.4 1.2.9.4.^.6 

2» > X > — 29S 
Eine ganz ätmliche Transformatioo läfst sifh mit der Gleicbang (5) vor- 
nehmen, wenn u den Bedingungen 

nvterworfcv kt. 9^^^ Bedingoogan reduadrea sieh a«f die erste, weil 
durch deren Erföllang 4ie übrigen gleich mit erfiilU sind. Verwandelt man 

nan für - ^ « ^ — - jedes einselDe Glied von (S) in eine Reihe and 

2 2 

nimmt dana ähnlich wie Torber alle diese Reihen in vertikaler Ricfatunj; 
zusammen, so findet man leicht: 

2»« A , 1 , 1 , \ 

+ 1^ l,T| + 5^ + 5^ + • • J 

+ 

Durch Anwendung der Gleichung (6) ia §. 7i. für fi=:l, 2, 3, ... 
ergiebt sich hieraus: 

(12) taa u 

2*(8* — 1)„ , 8*(8* — i) „ , . a«(g» — „ . , 
1.2 » ^ 1.2.3.4 » / 1.2.5.4.5.6 * ^ 

! 2 ^ r^ . 2 

Man könnte endlich eipe ähnliche Transformation auch auf die Glei- 
chung (9) anwenden. Man gelangt aber j^ürzer zu dem Resultate, was 

man finden würde, wenn man in (12) - für u setzt und dann (10) hierzu 
addJit^ Bs ei^id)! akii 

(13) cosec w = - 

ff 

. 8(a— 1) „ , «(«» — 1) „ ,., , -xa» — 1) - ,. 
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asoo üt hier entwickelte Reihe für tarn m mit 4er auf 
S. 176 unter No. (5) gewooiieaeD Formel, so ergiebt sich eine Beziehung 
zwischen den Tangentencoeffizienien and den Bernoulli'schen Zahlen; es 
ist nämlich 



und omgekeh^ 



_ ^^^g«> — i ) 



2« _ 



nnd diese Relationen können dazu dienen , um entweder die Tangenten- 
coeffizienten aus den Bernoulli^schen Zahlen, oder umgekehrt diese ans 
jenen zu berechnen. 

§. n. 

Die SekanteacoeffiziQntea »tind die Scfcantenveüie. 

Ans den Formeln des vorigen Paragraphen lassen sich noch ein paar 
auf die Sekante bezügliche Rektionen ableiten und zwar mittelst folgender 
Schlüsse. 

L Setizt man in den Gleichungen (9) iinl (11) te = -, so reduziren 

4 

sie sich gemeinschaftlich auf die folgende: , 



(I) . ^hviw 



=3 ^rctan Arctan -— -1- ^rctan ... 

Hier kann man unter der Voraussetzung — ^1 oder i? <^ t-, woraus 

n 4 

4 ü 4 ü 

von selbst folgt v~~ '^ ^> r~~ "^ ^ u. s. f., jeden einzelnen Bogen nach 

Formel (i) §. 49. in eine Reihe verwandeln; es wird hierdurch 



AreUui 






= i^-iyii) +5v^J ~7UJ + '• 

4ü _ i /^»y j 1 T— V — 1 T— V 4- 
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oder, .Wflon mm di« GiMder ia verlikaler RiobUH^ soMniMMmuBt : 

(«) ^r-cta» ( J^^ 

4w /l 1,11, \ 

S\x) \i> 3» + 6» 7«+"7 
^ b\n) U» 3*^5» ?•+ J 

Andererseits ist aber aus naheliegendeii Gründen: 
Jrctan I , A = ^rcian Ij-^ — ^ 1 = Breton 1 — Areian (e— *') 

— 4 ~TV T ■*" r72~-7 

, i (^ 2» , 2«»« \« 

I (^ 2» , 2«r« \* 

~IV "^T + iTi — J 

+ • . . 

Fährt man die angedeutete« Polenzimiigeii ans nnd ordnet Alles nach Po- 
tenzen von Vf so läfst sich das Resultat in folgende Form bringen: 

»_! 2* . y» , I ^^.b.tfi i 2* .61 . yy - 

l"~"3" 1.2 "■ &1.2.S.4 7 ' 1 . 2.3.4.6.6 '"■ 

öder, wdiin wir diejeni'geti Faktoren in den Zählern, deren Gesetz man 
nicht absieht, nämlich 

i, 1, 5, 61, ... 

m\i Bq, h^f B^y B^y . . . bezeichnet. 



Aretan 



* » .. i «^?i-._i_ » «*^ 



= I*»"-3 



1.2 ^5 1.2.3.4 



Vergleicht man dieses Rfsaitaf mit (2), so ergeben sich aus der Ideotifi- 
zirung gleicher Potenzen von t> lösende Relationen: 



,» */• 



1 3 ~ 5 1. 7 ~ 2« 

i» 3»"*" 5» 7» ■ 1.2. 2* 

;Tg^3tt^--^'t'-^ i'.jj:4,2> 



• ... 



und iiberIJaapt für äne ganze Zähl n 

I 



*,«« 



91H>1 



1.2.3... (2^ . 2i**+^ 

Mittelst dieser Relation ist es nun sehf leicht, die Sekante in eine Reihe 
zu verwandeln.- r • > 

IL Setzt nan in d^ Gleichung (8) ^ — u an die Stelle von u, so 

* 2 ■ 

kommt: \ 

_ 1 , Ji i_ i j i_ , 1 _ 

""" » ». ■ . 3;c 3» , . 5« ■ 5« , 

2 t „9 2 2 ■ 2 . 2 ■ 

und durch Vereinigung von je z|irei Gliedem 
(4) #«« u 

Ein allgemeines Glied dieser Reihe ist für ein ungerades m von der Form 

mn 2* 1 

und wenn man für 2u ^mn diefs in eine H^ihe refwandek, sb wjM 

mit 

= «!. fi + riüV + r«!fV + (-Y + . 1 

Nehmen wir diese Verwandlung mit jedem Gliede der Reihe (4) vor, 
wozu die Bedingungen 

2u^iny 2tt <C 3», 2u^b7t, ... 
d. h. 
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2 "^ ^ 2 

gehören, so entsieht Folgendes: 

See u > 

-H['+©r+(Hr+(M)*+;]. 

+ £[• + (!!)' +©)•+©•+•••] 

oder bei vertikaler Summirung: 

9ee u . , ' 

— « U 3 + 5 7 +*7 

, 2*K« Z'* ^ I * * I \ 

+ 1^ U» ~ 3» + 6» ~ 7» + ■ "J 

_L E!!^ ri- _ L j_ i L_i_ ^ 

T «• U» 5» "T" 6» 7» ■*" ■ ' 7 
+ ............ 

Bringen wir hier die unter I. gefundenen Resultate in Aovenduiig, 
so findet sich sehr einfach' ffir B^ = 1 ' 
(5) »ee u 

' 1 . S , 4 . 2. 3. 4*1. 4. 3. 4. 6.«* 

• . • • - l 

2 "^ " ^ ~ 2- 
Die Vergleichung dieser Formel mit dem auf S* 175 unter No. (2) ver- 
zeichneten Resultate giebt auf der Stelle zu erkennen i dafs die hier vor- 
kommenden Zahlen £9^ B^, B^ etc. mit den Sekin^encoeffizienten T^ 
^4 5 T^ elc. idemisch siad. 



i . ■ 



t 



1^19* ^^i^' .Dte,wkbtig»lM.ragM0dilAMdv*KetlaArttdba 9M 
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Die iviehtigsten £igeiischaft«i[| der Kettenbräche. 

.... * 

§• 75. 

* * t 

Bigtoacfaaften der Näher*Dg8i)ri^9* 

Ein Keltenbruch Entsteht, wean man mehrere beliebige Bräche io 
mit einander in Verkindinig bringt, ilafa jader folgende einen Bestandtheil 
yon dem Nenner des vevbeig^bend^n Brächet. ansmaebti wie ia^dea folU 
genden Ausdräcken: 



»+■4 .»i j 6-| — — j 

Das allgemeine Schema eines Kfettenbruches ist hiernach 



-.+ 



S. 



«.+? 



i^M. 



wobei a^s ^%9.^n9 ••*^i9 b^y ^35 ••• positive oder nfg^itin^t, 
od^ s^st g||broohen(s Gröüsen bedeuten können. Pie jeipzi^hien Bruche 



*1 


' 1; " 


h 


** 


9 


9 


9 


9 


H 


«1 


«a. 


«4 



welche in dem Kettenbrache vorzukommen scheinen, nennt man die Glie- 
der desselben u^d' den Kettenbruch sdfcst einen ein- ^ zwei-, «•• iigii6*< 
drigen, je nachdem derselbe aus ein, zwei, • • • n Gliedern besteht. 
Bricht man den »(^edrigen Kettenbmch 

h 



«.+*• 



«a + • . _i_ *5 
' * a 

der Reihe nacb bei dem ersten, zweiten, dritten, . . , »ten Nenner ab, 

so entstehen ii» Bräche: 



"* «i+r'' «.+*• 



• • • • 



"' «. + *-* 

S 
SeUamUek ÄMlyii« I. iweite AiUl. |0 
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welche Näherungsbrücbe heifsen, weil sie sich in manchen Fällen 
dem Werthe des ganzen Kettenbraches snccessive nähern. Der erste Nä- 
hemngsbmch ist nichts 'Anderes' als das ^rste 'Glied des Kettenbraches, 
lUri !te lebte <mtd^ Nühfrqn^rivMlt i«l der ga«BC Ketl<{^fo«h adNt. 
Richtet man die Nähemngsbrüche ein , so erhält man leicht 

•4»t«B^l+*S^f> + Ma*l 

.«♦ [«»(«*«! +V+ ^«i] + *a(^«i -fV 

Ikkü^nti man die^re B^be def Reibe naeb mtl ^, ^, ^, ... $o 

9i »* U 
scheint hier vom dritten an folgendes Gesetz.. obzowalteo: 

^8 «8ff4-/<^i' «4 ^4i^» + *4f»^ 

welches allgemein ausgebrochen lauten würde': 



worin n jede beliebige positive ganze Zahl bedeuten kann. Wäre dieses 
Gesetz richtig, so müfste auch sein 

wie man aus dem Vorigen diidel, wenn man n -}- 1 an die Stelle von n 
sef^t; Ifönnt^' man nun zeigen,^ dafo aus dem Bitdtfng^esei:^ des Ketten- 
birucbes unter Voraussetzung def Gteichung l^t) die obige Relation eben- 
falls hervorginge, so wärde man hienuis sohliefsen können, dafs die Glei- 
chung' (2) allgemein richtig sei. Nun geht aber der nächstfolgende Nähe- 

riiiifii>rii.cb ^^ «u^ dem v^HitfgfMieiideA ^ 4^4C4A hervoiri dab man 
in diesem a„ -f- -^^ für €i,| setayt^ drnia es ist 

Pn _ ^t 






*» + • . I *5 



^iM-t _ *! 



«• 



* ~ b 



'""^^;+...+* 



■«+1 



c 
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6 
Setzen wir also in (1) a^ -| — ^±1 ^^ ^ Stelle von a^^ so erbalten wir 

d. i. nach Multiplikation mit a^^ im Zähler und Nenner 
oder, . ' 

und wenn man gemäfs der Gleichung (1) 

setzt, 

^—•-1— .„^^ ■ — » t — ^^— ^^— ^— ^.^ 

Dieb i^ al)er die 6Ieic)mnjg (S)f das bjr^lhetjsch «Mi§«B0aui}^»e fiUdw}f8*> 
goseta; der NäberttagshrÜQbe gttt also fiir d^a (w 4" ^) ^^^ NälKMpangsbruch» 
w6Bn c^ für den aKep ricb^ warf e» gU| ttitbio allgemoHiv weil es fiir 
den. driUM wliriil. Ffir die sucisesaiire Bereohaang der NäbetuiitiBbfScbe, 
deren letzter den Totalwerth des ganzen Kettenbntchas gifM, b«t 
also nicht nöthig, die einzelnen Brüche 



Äi I \ I *# 



' etc» 



«i+:f ^i4^ 



sämmtlich anf die gewöhnUche Weise einzurichten, sondern beieehiiei blo» 
die beiden ersten 

und leitet nun nach diesen aus Formel (1) alle übrigen ab. 

Bemerkenswerth sind noch die Aasdrücke für die Differenz zweier 
auf «ii^awler £iilgendea Näherungsbröche. Es iaC Bäanlieh 

/'»fi Pli _ ^ n+i />« + ^n-nTWi y» 

i= ^w»i P^i 9n — ^m¥i Pn ^n-i 

b 



Ferner hat man 



19 
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folglich 

Pn^n^i --Pn^iU = 9m7n-i (^ — ^^1 

QDd durch Sabslitution dieses AttsArock^s io die vorhergehende Rechnung 

Pm±i ^ ^-. ^114.1 y»-! CPn P^=x\ 

Nennen wir J^ die Differenz links , so is( die auf der rechten Seite in 
Parenthesen stehende = ^«.^ , mithin hängt die nte Differenz so von der 
vorhergehenden ab, dafs 

(5) ^. = -*!i^^^, 

ist. Hiernach kann man alle DfCßrenzea berechnen, weil man die erste 
kennt, 

(4) j, = -^ftijhr ~ ^ = - ^ 

Unter der Voraussetzung, dafs die Gröfsen a^» a^y ü^^ • • «^ &i> ^2> 
b^ f '. . . sinrnüicb positiv sind , lassen sich hieraus noch mancherlei Fol- 
gerungen ziehen. Dann ist nämlich ^^ negativ, d^ posilivv ^3 negativ, 
4^4 posHiv u. 8« f., oder wenn man das Negative und Positive dwcb 4^0 
und ^ nntersehflidet. 



U 9s 9ft ^4 

u. s. f. 



woraus folgt 



P_iy^P3^ P2 ^Pi 
9i u' H 9z 

Pty^PA Pjk ^Pj^ 

a. s. f. 
Es ist aber auch , abgesehen von den Yorzeiohen , jede Difforeaz kleiner 
als die vorbeigehende. Denn in der Gleichung (5) bat man 

^iH-i 9n^x _ *iH-i 9n^x 

9f^i ^n^y 9n 4" *«+i ^n-i 

folglich, weil alle die Gröfsen €£ und b^ uHthin auch alle p und- q po- 
sitiv sind, 
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und also 

wenn nuin blos die numerischen Werthe berücksichtigt. Wir haben also 

z. B. den numerischen Wcrlh von ^ — — ^ als den von — — — , 

9% 9i ?s 9% 

oder, weil die erste Differenz an sich negativ,, folglich ihr numerischer 
Werth das Entgegengesetzte ist^ 

P\ P% -^ Pt ^?3 

^1 u u u 

woraus 



- 


' 


* 


Pi 
9t. 


9% 








folgt 


Ebenso wurde 


aos 




■■ 


■ 


' 








9% 


.P* 
9* 


9i 


P* 
9* 


• 




folgen 


• 










-'■ 


f 








Ps. 

9, 


^Pi 

9i 


n. t. f. 






Die Nihemngsbriiche 


DDgerader Or&Hi^ 


nehaMB- «Iso' 


beständig 


ab. 


Der Bwuerisehe Werth von. A^ ist femer Ueiner 


als. der von ^^ 


oder, 


weil ^/j an sich 


negativ 


r kt, 




ft 










?»_ 


P* 


<''«. 


P^ 










9% 


94, 


9» 


9* 






woraus folgt 




















p% 

9< 


<- 

94 


, 


* 





Ebenso würde man 

^ < ^ u. s. f. 
U U 

finden, d. h. die Näherungsbrücbe gerader Ordnung wachsen fortwährend. 

Wir haben hier für Kettenbrüche, deren sänmitliche Zähler und Nen- 
ner positiv sind , die merkwürdige Eigenschaft kennen gelernt , d^fs die 
Näherungsbrüche ungerader Ordnung eine fallende , die gerader Ordnung 
eine steigende Reihe bilden, während die Differenzen der benachbarten 
Näherungsbrüche ihren absoluten Werthen nach immer abnehmen. Da 
nun der letzte Näherungsbruch der Werth des. ganzen Kettenbruches ist^ 
so mufs folglich eine Annäherung an den Werth des ganzen Ketten- 
bruches statt finden. Man kann sich dieses Verhältnifs leicht durch eine 
Zeichnung veranschaulichen. Man trage nämlich auf einer geraden Linie 
SP in gleichen Entfernungen von einander die Punkte P^, P^y P^y ... 
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auf, errichte in diesen die Senkrechten P^Qi^ P±Qt9 ^sQs *>*-' ^'^^ 

nehme nacli ii^end einem Maafsstabe P^Q^ =s ^ , P^Q^ =z ^, 

9\ 9% 

ffQs =^— n. s. f. Endlich maobe man PQ dem Gesammiwertbe des 

Ketlenbrnches gleich und ziehe durch Q eine Parallele QT zu PS. Ver- 
bindet man jetzt die Punkte Q|^ Q,^ Q^^, . . . und ebenso Q^^ Q«^ 
Q^f ... durch eine zusammenhängende krumme Linie, so erhält raan 
zwei Cnrven, deren erstere vom Punkte Qj nach der Geraden QT zu 
herabgeht, während die zweite vom Punkte Q^ aus nach jener Geraden 
binaubteigt und zugleich die Differenzen zwischen je zwei auf einander 
folgenden Senkrechten beständig abnehmen. Der letzte Näberungsbruch 

^ eines ngliedrigen Kettenbruches ist dann der Gesanuntwerth PQ i^ 

ganzen Kettenbmches. ' 

Bei weitem weniger einfach gestallen sieb die Eigenschaften der Nä- 
berungsbrüche in den Fällen , wo einige oder alle Glieder eines Ketten- 
bruches negativ sind. Nur in einem einzigen Falle läfst sich hier eine 
bemerkenswerthe Eigenschaft der Näherungsbrüche angeben , wenn näm- 
lich alle Glieder des Kettenbniches mit Ansnahrae des ersten negativ vnd 
sugleieh ganzzahltge Sehte Brtiche j^lnd. Unter der genmebten Voraas- 
^eUsung hat dann der Kettenbruch die Form 

ti 

^ b 



H-^ 



H — 



worin a^^ a^, a^^ ... 6,^ 621 b^^ . . . ganze Zahlen sind, welche die 
Eigenschaften 

haben. Hier ii^t nun 

denn in dem zweiten Näherungsbrnche ist der Nenner vermindert, foiglich 
der Quotient gröfser. Man kann noch bemerken, dafs derselbe immer 
noch ein achter Bruch ist, weil im Nenner a^ wenigstens um eine Einheit 
gröfser als b^ sein mufs, aber die Verminderung keine volle Einheit be« 



trägt, 


indem 


"1 
«1 




1 ist* 


F«m«r hat 


man 


*. 


t 












"«- 


«r 
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Dran «I wird reebte der Neimeff ä^ «m .rnämi gröborett BncbwelrflHiidett 
akUflika, wtil •• • 

^ ^ *« " 

'•-•1 

ist, wiewohl beide Aosdrücke ichte Brüche sind. Man kaon auf diese 
Weise fortfahren zu schliefsen, und findet so das Resultat, dafs jeder Nä- 
herungsbruch kleiner als der nächstfolgende ist, die Näherongsbruche also 
eine steigende Reihe bilden. Die ganze StUnfiS weise Krurde aber ntdit 
passen , wenn nicht alle einzelnen Glieder des Kettenbruches ächte Birifebe 
wären, weil dann einer der Nenner in den Nähemngsbrfichfen negativ wer- 
den könnte, wie z. B, in dem Kettenbruohe 



a^l 



4-» 



-I 



WO schon der zweite Näberungsbrueh negativ wirdi 

Es ist übrigens s^hr leicht, einen geg^enen Bruch in einen Ketten- 
bruch von vorgeschriebener Form zu verwandeln. Wollte man z. B. den 

Bruch --7 in einen ftettenbruch von der Ponn 
761 



«+^ 



*'» n 



4 + ^ 

« • * 

auflösen, so würde man folgende von selbst verständliche Rechnung zu 
machen haben: 

289 i 1 , 



761 761 ^ - 185 
2-1 

289 * 289 

183 3 . 183 3 3 



289 867 867 , 13& 

183 '183 



135 


5. 135 
915 

7 MOS 

• 


5 

~9f5 

136 

7 

~*45~ 

lf5 


5 


1 


183 ~ 
i9B 


6 + 155 

7 


* 

7 


i6&~ 


84.*** 


B + i 
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Weiter kMU «tn hier vUbl gehen, wA tker leüte Reei kan Bruoii, son- 
dern die Einheit ist. Sobstitoirt man jede Gleichung in die vovhergebe&de, 
so erhält man 

289 _ 1^ 



' + '- 



.+ ' 



8 + 1 

also den Bruch in 4er yorgesshriebeoen Form, so weit diefs überhaupt 
moglieh ist« 

Wollte man denselben Bruch in einen Ketl0nbnf<;h von der Form 

2 . . 



> I 



5 + * 



7 + - 



9 + — — 

verwMidelu, so stünde die Rechnäng so: 

289 2 . 289 2 3 



761 . 1522 1522 . , ,77 

5 -(- 



289 

77 4 . 77 4 4 



1522 


• 


1522 
289 


4.77 
^166 


= 


4 
1156 

77 


6.617 




6 



289 ^166 1156 ^ g «17 

'+77- 
617 6.617 6 6 



77 462 462 ' 6091 

, — 9 

6itr 617 

Will man keine negativen Glieder] so mufs man hier abbrechen und er- 
hält durch Substitution jeder Gleichung in die vorhergehende: 

289 _ 2 



'+•- 



^ 5091 



617 

wobei die verlangte Form so weit beobachtet ist , als es geschehen kanu. 
Diefs Beispiel zeigt zugleidi, dafs man den nämlichen Bruch in unendlich 
viele Ketteobrüche verwandeln könne. 

Es läfst «ch recht gut denken , dafs -es Rechnungen der Art geben 
könne, bei denen man ins Unebdlicbn fortgehen dürfte , ohne auf nega- 
tive Glieder zu stofsen, d.. b« mit anderen Werten, dafs es auch un- 
endliche Kettenluriiehe geften könnte, deren stfioessive^Ifäberungsbrücbe 
sich einem bestimmten emBichen Werlbe als Gränz« beständig näherten. 
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ie vnMen iKesen wiobligen Gegeosland ein^ näheren BetraehtoBf 
«iterwerfeD. 

§• 76. 
Die «nen^Sicbeo Kettenbroche » ihre Convergen» und Divergenx. 

!• Wir wollen ons zunicbst mit denjiCnigen ReUenbröchen be- 
sdiäftigen, denn Glieder säramlKch positiv sind, so dafs also in dem 
Attsdracke 



«äT- i — — ' • r 

* ■ ^8 + • • • 2^ ««/• 

welcher das Thema unserer Untersuehnngen ausmacht, die Gröfsen ai, 
a%y • « • &15 &2^ * * * durchgängig positiv sind. 

Durch ganz dieselben Betrachtungen wie im vorigeü Paragraphen 
überzeugt man sich leicht von der Wahrheit der fönenden Sätze : 
i) Jeder Näherungsbruch ungerader Ordaung ist gröfser und jeder Nä- 
herungsbrucb gerader Or^dnung kleiner, als alle folgenden Nähe- 
rangsbriiehe. 
2} Die Näherungsbrüche ungerader Ordnung werden Immer kleiner, 
die gerader Ordnung immer gröfser« , 
Es folgt hieraus noch 

S) Kein Näherungsbruch ungerader Ordnung kann so klein sein, als 

einef gerader Ordnung , und kein Näherungsbruch gerader Ordnung 

so grofs, als irgend einer ungerader Ordnung. 

Da nun die Näherungsbrüche ungerader Ordnung immer abnehmen, 

obne so klein zu werden, als man will, und ebenso die Näherungsbrüche 

gerader Ordnung immer wachsen, ohne beliebig grofs werden zu können, 

so ist beim unendlichen Fortgehen kein anderer Fall möglich , als dafs so« 

wohl die Näherungsbrüche ungerader, als gerader Ordnung jede für sich 

einer gewissen Grätaze zueilen , ohne sie erreichen zu können. Es sind 

also für 

Lim ^25zii = Ä, Lim?^ = k 

h und k gewifs zwei endliche bestiqimte Gröfsen. Nun können aber nur 
zwei Fälle vorkommen : entweder nämlich sind h und k verschieden, oder 
identisch. Mit einem Kettenbruehe der ersten Art wäre nicht viel anzu- 
fangen; man kannte nicht sagen, derselbe sei dieser oder jener Gröfse 
gleich, sondern blös, er sei eine symbolische Darstellung von zwei Grö- 
fsen zugleieh, Von desea die eine dor Gränzwerth der NäfaeroBgsbrüche 
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«agerader, die andere der Gränswerib der NiUicruiigskruehe gerader Ord- 
nung ist. Keltenbrüche dieser Art können divergenten Reihen verblieben 
werden, mit denen man auch nicht rechnen kann, und mögen defshalb ent- 
sprechend divergente Ketten bräche beifsen« 

Sind dagegen die beiden Gränzen k und k identiseh, se ndhem sich 
die Nähernogsbruohe des Kettenbruchea von beUen Seiten her dieser ge- 
peinsohaMichen Zahl, welcher sie so onke kommen können, als man es 
verlangt, und die wir den Gränzwerth des Kettenbruches nennen nroUen. 
Es ist dann für unbegränzt wachsende n 

k = Lim ^— 






*• + •.. X *• 



«« 



wofür wir. kälter schreiben wollen 

*'= -i 

«1+-*- 



Uff. -4^ I i P i« I > ■ » ■ 

* flg -|- . . . lÄ inj, 

Kettenbrüebe dieser Art mög^a convergente Kettenbrüabe hei&fo, 
weil sie mit den convergenten Reihen die Eigenschaft ^emei;i habeo, dsits 
man sich mehr und mehr einer fest bestimmten Gränze nähert, je mehr 
Glieder man zusammennimmt. 

Es entsteht nun die Frage : weran man die Convergenz oder Diver- 
genz eines unendlichen Kettenbrucbes erkennen, will , welcher, wie hier 
immer vorausgesetzt wird, nur aus positiven Gliedern bestebt? 

Auf diese Frage, welche für die Theorie der Keltenbrüche von ebenso 
grofser .Wichtigkeit ist, wie die analoge Frage für die Theorie der Rei- 
hen, kann man nun im Allgemeinen sehr leicht antworten , wiewohl die 
sfiezielle Anwendung der Antwort nicht ohne Sehwierigkeiten isU Be- 
trachten wir nämlich die Differenzen je zweier auf einander folgenden Nä- 
herungsbrüche, so ist 

7211 7211^1 ' 

Geben wir hier zur Gränze für wachsende n über, so ist , 

Lim J^^^ = Lhn^ — Lim^-^^^ 

4*i. wenn wir uns au die Bedeutung vpn h und k erijuierp, 

Lim ^4i^j = A — j A 
Für eine« convergenten Kettenbrueh isl aber kiss^^hp folgUdh 
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Lim J^^_,^ =: 

dagegen bei eiDem divergenten Kettenbruche k von k verschieden, mithin 

Lm d^f^^ s^ einer endlieben QrSlse» i. . 

Ebenso muTs auch umgekehrt, wenn Lim ^^n—i = ^ '^^9 ^' = '^3 ^^^ 
wenn Lim -^a»— i ^^^ ^^'^ verschieden ist, auch k von A verschieden 
sein. Wir können also sagen : ein Rettenbruch convergirt ganz sictier, 
wenn die Differenzen je zwei benachbarter Näherungsbrüche sich unbe- 
gränzt der Null nähern^ und er divergirt gewifs, wenn diese Bedingung 
nicht statt findet. 

Nun ist aber €irerf)aapt na^ Por mel (3) §. 75. 





^« 


= 




^^. . 


und hieraus findet 


maa der Heüw imdt 




^a = - 


9i 


^. 






^^ = - 




^« 


_ *8yi 


f4 * 


^4=- 




^. 


9t 

a. s. r. 


1 *4^a 

^4 



<• • 1 



tili 

9» 



^1 



überiianpt 

(i) ./, = (_!)-! *sli. Ml. *5is../?M^ 

^3 ^4 ^6 ^iHa 

Man bemerkt leicht^ dafs bier J^ doreh ein Produkt von lauter ächten 
Brüchen dargestellt wird ; denn die einzelnen Bräche sind von ' der Form 

9m+i *m+i 9m r ^»+i 7.in— i 

und hier sieht man |;leicb, dafs der Nenner gröfser als der Zähler ist, 
weil alle a und b^ folglich aach alle q, positiv sind. Da es uns Mos auf 
absolute Werthe ankommt, so ist 

Lim d^ = J. .hil . bkH . **il . . . /« inf. 

^8 9a 95 

Ein unendliches Produkt von ächten Bröeben kton -aber «bensäwoM 

eine endliche bestimmte Gröfse, als die Null zur Gränze haben. Der 

erste Fall tritt leicht dann ein, wenn die einzelnen Faktoren durch Zu- 

äafaaie «ok «ehr waü «ehr der Einheit nähern; im mfisseii ifaü dalMr xa 

verkleiden suchen. Sind aber alle Faktaren kleiner als ein gewisser« 

1 * 

selbst ächter Bruch - (wo W^i ist), so hat man nach (1) 
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'• < 



^. 



folglich, weil Idm l-j s= ist, um so mehr 

Ltm ^^ = 

Es convergirt also der in Rede stehende Rettenbroch ganz gewifs , wenn 
alle die einzelnen Faktoren 

*agi ^4^« Vf» ,vi ^f 

U U 95 

kleiner als die Einheil ^iiid nnd es bleibeat so weit man auch in der Reibe 
selbst fortgehen mag. Wir können diese Bedingang ganz einfach durch 
die Ungleichung 

lim *2±L&=Ä < 1 

ausdrücken. 

Es ist aber 

i 



^IH-I^I 



+ i 



Soli nun der Gränzwerlh dieses Ausdruckes unter der Einheit Ueiben, 
so mufs 

sein. Man bat aber weiter 

Vi y»-! Vi ^«-1 



««+1 <»» ■ Vi ^» fi^-« 



Vi Vi 



Ist nun schon 



Vifi 



Vi 



so ist offenbar die Bedingung • . 

Lim fstill_ > 

Vi ^«-1 

um so mehr erfiiBt, weil a^^y b^, Vi^ 9»-2 ^'^^ 9f»-i posi^ve 6rö- 
fsen sind, also tdm y * . ^^^=? sieht necativ werden kann. Wir kÖn- 

« • 

neu also sagen : 



(2) 
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der KeUcBbnidi 



«. + ^ 



«8 4" • • • 
worin alle a xoii h positiv siüd , convergiit ganz sieber , wenn 

(3) Lim ?5^^^ > 

ist, bei onbegränzt wachsenden %. Findet aber diese Bedingung 
nicht startt, so läCst sich nicht entscheiden, ob der Kettenfiruch con- 
vergire oder divergire. 

So wird man z. B. unter Anwendung dieser Regel Gnden, dafs von 
den Kettenbrächen 

ij 

3 + — 



. 3* 

1* 

2* 
2+ — 



2 + 



26 ■ I ' • • • 

der erste ganz sicher eonvergirt, während man diefs von dem sweiten 
nicht behaupten kann. 

IL Attck bei denJM^en Kettenbrücben, in welchen alle Glieder, mit 
Ausnahme des ersten, negativ sind, können Fälle der Gotlvergenz' oder 
Divergenz vorkommen. Einen^convergenten Kettenbruch nennen wir hier 
wieder denjenigen, dessen Näheningsbruche sich einer einzigen bestimm- 
ten ßröfse als Gränze fortwährend nähern, divergent jeden, welcher diese 
Eigensehafl; nicht besitzt. Im AUgemeinen ist die Convei^genz bei Ketten- 
brächen mit negativen Gliedern sehr schwer zu entscheiden und es läfst 
sich mit Sicherheit nur an einer einzigen Art von Kettenbrächen nachwei- 
sen, die aber für uns auch gerade die wichtigste ist. Sind nämlich in dem 
unendlichen Kettenbruche 

(4) *^ 



aUe einzelnen Glieder 



«, — i- 


«8 — •• 




*. 
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ächte Brüche , welche ganze positive Zahlea zu ZäUev« oad Siemieni ha- 
ben, so convergirt der Kettenbruch ganz siqher. 

Zuerst nämlich bemerkt man leicht, dab alle Näherungsbrüche positive 

h h 

ächte Brüche sind. Denn da alle a und b ganze Zahlen , — , -^, . . . 

ächte Brüche sind, ao mub a^, von b^ wenigstens um eine Einheit diffe- 
riren. Es wird aber in dem zweiten Näherungsbrüche 

■ ■ ■« *f 

von Ol keine volle Einheit, sondern nur ein Bruchtbeil derselben abgezo- 
gen, folglich ist noch immer 

mithin der zweite Näherungsbruch — efai positiver ächter Bruch. — In 

ist nun ferner aus ganz denselben Gründen 

^*2 

cwi pomtiter äohiev Qriich; wird deraflbe yaa a^ «bg^ogi», welches 
wMigsteps um eine. Eiliblit grcifser alfl-6, idt, sq bleibt 

Wo - • • » 

«a * 

womis Wgt, 4*r» .»ih |i ein (Nnitiver äokter BiMcfa isl. ~ A» te 

nämlichen Gründen mufs auch die ähnlich gebildete Gröfse 

«3 5 



*4 
' «4 



ein ächter Bruch sein, woraus folgt, .dafs 

/'4 -_ *i 



?4 ^ _*2 

• b 



*4 
• «4 
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m» i^iimir ttcblefiBhidi ifiU Man üb^rsiebl auf der Stella, dafo die Fort^ 
setztti^g dieser Schlufsreibe kw ünendlioke mdglieh ist mid dafs sie zeigt, 
wie alle Näheruogsbräche ächte und positive Brüche sind. 

Femer läfst sich nun zeigen, dafs di^ Näbe^ungsbrüche beständig 
wachsen. Man kann diefs auf ähnliche Weise wie im vorigen Paragra- 
phen thon, gelangt aber auch auf folgende Weise dazu: 

I>a ^e2eigt worden i^f, dafs 

Pi P^ Pb P4 
9i ^a ^3 ^4 
aämmtlich positiv sind, so folgt leicht, dafs es auch 

9l9 9^9 9S9 9^9 ' ' • 

sein müssen. Da ferner b^ positiv ist, aber 5^^ ^»^ ^4^ • • • ^U^ nega- 
tiv sind, so hat man aus den Formeln (3) und (4) in §. 75. 






*x*« 



9iU 
Hieraus findet man für 9i = 2, 3 u. s. f. 

/I — f?5 ^?2 _ Ma Ml 
. * "^ fa ?a ^1 ^a * 9z 

j =?*—?» = ^i^a ^ ^3^1 ^^U 
* ^4 9z 9i9% '9z 9a. 

u. s. f. 

Es sind also aHe Differenzen positiv und daraus folgt 

--- <c ^^ — ^, r* • • • ' 

9i 9^ 9i ^4 
d. h. die NäherutfgsbrÜche wachsen beständig. Gteicbwebl können sie 
nicht ins Unendliche zunehmen , weil sie nach dem Vorigeti immer achte 
Brüche bleiben; es inüssen sich folglich die successiven Näberungsbrüche 
durch beständigem Zunahme einer gewissen festen Gränze nähern, weiche 
höchstens die Einheit sein kann. Der in Rede stehende Ketleilbrucb (4) 
ist folglich ein conVergenter. 

Es gieht in der That einen , aber auch nur einen Fall , in welcheffl 
der Kettenbruch 

*i 

a- S 



* *8 



ttj — " • • • 



worin — , — , -^ , . . . ächte Brüche sind , die Einheit zur Gränze bat, 

«1 ö» «Ä 



304 Cap. XIX. Die wieh^güen Mgwiogliiitoa i» RetlenbriMie. 

wenn niadicii jeder der eiosebieii Nenner am eine Ebheit. gröJfer 
Zähler, der KeUenbrueb also ron der Form 

w *-*— — ^r 



1 



j 



*,+ !-*• 



*5 4- i — . . . 

ist, worin sonst b^, b^, b^, ... ganz beliebig bleiben. Da dieser FaD 
von Interesse ist, so wollen wir ihn etwas näher ansehen. 

Zur snccessiven Berechnung der Näherungsbrüche hat man hier die 
Formeln 

aus welchen man leicht erhält 

(6) PfH-i —Pn= (Pn — P^i) ^n+i 

(7) ?•+! — f • = (9n — y«^!) *iM.i 

Hieraus würden sich sehr leicht alle Differenzen zweier auf einander Fol- 
genden Näherungszähler und Näherungsnenoer berechnen lassen, wenn 
man die jedesmalige erste dieser Differenzen wüfste. Man hat aber oor 
mittelbar 

Pi _ ^1 P% _ ^1 ^t + ^1 

folglich 

Pi = *i 

P%—Pi = *i*« 
und nun folgt aus (6) für n = 2, S, 4 u. s. f. 



Pn—Pf^x = = *i*a*» • • • *» 

Addirt man alle diese Gleichungen nebst den zwei vorbeigehenden, so er- 
giebt sich sogleich : 

(8) Pn = *i + *i*« + *i*«*» +••? + *i*a*8 ••• *• 

Ebenso hat man 

?« — ^1 = *i *« 
und nach (7) für « = 2, 3, 4, . . . ,. 

9z — ^2 = (y«— yi)*8 = *i*a*8 



felglidi Aroh uAdditMi dieser «ad iker rorlMgebcadeB Gieiehoiigeiis 

folglich der nte'NäheruDgsbrach 

(9) ^ = ^i + ^t^« + ^i^«^» + -"-j^^t^i "'^» 

y« 1 + *i + *i *« + *i ^«*s + • • . + *i ^jl . • • V 

Läfst man hier n ins Unendlicbe wachsen, so wird offenbar p^ grölser 

^^ ♦ • 

als jede angebbare ^ahl, weil es einer aus n Gliedern bestehenden Reibe 
gleich ist ^ von denen jedes e\ne positive ganze Zahl sein mufs. Bemerkt 
man aber, dais ^^ = 1 -f'l'»» ^^ 

^ = P* = ^ 

• f» ■ 
ist, so erhält man für nnbegräuat wa<;hsende n 

Lim ^ = 1 
mithin auch 

1 S= J j- 

'• • i.^i—** -^■••' 

*. + »-*; 4., _... 

wodurch der Werth des Kettehbrticbes gefunden ist. 

Nimmt man z.B. ßir b^, b^, b^, . . . die natürlichen, die unge- 
raden iind geraden Zahlen, so hat nian 

• ■ . •. . . , • • 

1 1 



3_- 4^ 



Ml .■! 



4 ' • • • O ^■"^ • • • 

2 



3-* 



5-« 



7 — ... 

nnd man würde auch die Näherungsbrüche dieser Kettenbrüche nach For- 
mel (9) sehr leicht berechnen können. 

Man überzeugt sich nun leicht, dafs der Werth eines Kettenbruches 
nicht mehr die Einheit sein kann,, wenn auch nur ein einziger Nenner 
seinen Zähler um mehr als eine Einheit übersteigt. Ist z. B. der Ket- 
tenbruch 

(lOJ ^* .- 



1» • • 



Ä, 4- 1 , — s -_ 



b^ -J- 1 — . . . 
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aOS Gi^ XilL Di» wU%|iift i%MflhiflM 4m KetttthriUbe; 

gegdiM, worin a, Am Z|Uer i, Mi nehr «la eise fiUieit ibertraihn 
soll, sa gelteo (olg«i4» ScMfssc^: 
Der Kettenbrach 

hat die Einheit zum Gräozwerthe , weil in ihm alle Nenner die zugehöri- 
gen Zähler um eine Einheit tibersteigen. Der unendliche Rettenbnich in 
(10) ist also gleich dem folgenden endücben: 



(H) 



*! + «-*-* 






Hier ist nnii *—r ein ächter Bm^. Denn 4a i, and a, ganze Zah- 

s 

ien bedeuten und a^ die Zahl b^ der Voraussetzung nach um mehr als 
eine Einheit übertreffen soll , so mufs A , wen^stiins = ig -|« 2 , also 
a, — I wenigstens ^b^-^-i sein , wi^raus folgt 

' ' b 

Der Kettenbnicb (11) gehört also unter dijejenigen, d^n einzelne Glieder 
ächte Brüche sind , welche ganze Zahlen zu Zählern und Nennern haben. 
Sein Werth, d. h. der des unendlichen Kettenbmdtes (10) « ist demnach 
ein ächter Bruch, abo von der Einheit verscbiedenv Ganz ähnliche 
Schlüsse sind ia jodom anderen Falle anw^dbat*. 

§. 71. 
Die IrrationalitjiC gewi^ier Kettenbruche. 

Bei den Verwandlungen gewöhnlicher Brüehie io Kettenbrüche von 
einer gegebenen Form, wie wir diese in ^. 63. vorgeuommeo hatten^ kann 
man im AUg^pein^n bemerkeui dafs frühelr oder später entweder kein ge- 
brochenes Glied mehr kommt , also der Kettenbrnch sich mit einer ganz^ 
Zahl schliefst, oder ein negatives Glied entsteht^ wenn auch das vorgelegte 
Schema keines enthält. Diese Erscheinung tritt namentlich immer dann 
ein, wenn die einzelnen Glieder des gegebenen Schema^f ächte Bruche 
sind , welche ganze Zahlen zu Zählern und Nankiem haben. Man über- 
zeugt sich hiervon lacht durch den Versuch^ einen belfdbigen ächten Bruch 

B * •'' 

-2 in einen Ketlenbruch vdü der Form 



(1) 



*j 



'l T • • • 

in welchem die ^iBzelneo Glieder 



1» 



«1 ^% Äg .,. ., 



sämmtlich ächte Brüche sind, zu verwapdeliiA^ 

I. Wir wollen zuerst voraussetzen , dafc die Glieder des Ketten- 

! ■' ' ' B 
bmches sämmtlich positiv sind; *Soll nun -j in einen Kettenbrach von 

de» «M^Mi Pi9in».(i>.tii«ewiitdeli(werdeQ/|o n^ufs >mwi dim 

derst den Zähler b^ verschaffen* imd* diäm iteihen Nenner in zwei Theile 
zerlegen, von welchen der ikit a^ ^sff^ BilXs geschieht dnrch folgende 
Rechnung : 

1 _ ^1 

Soll diefs gleich dem in (I) stehenden Aasdmcke sein, so folgt daraus üe 
Gleichheit der Nenner, also i . 

oder i\ 

and wenn wir der Kurze wjBgea . v 

setzen, 

(«) 

Es ist femer 



E—üs. 






«» 



und wenn diefs dem Kettenbirnche in (8) gleich sein soll , so folgt 

-^ — s= Am -4-' t 



80 
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oder 

und wenn wir • r«, , . . . 

selzen, i 

(3) .. £ = *1_" 

Mai^ übersieht leicht, 'wie diese Rechnong weiter geht. Werden 

e Zahlen O^B, E, -i . . aas fslgfefidtti GMciiMipBiR iMssimnit: 

:* \ in ;. ' ^' ..• .C .^^,Mi^ "TT 4^-B . «^ , ,; 



' . » * 



SO ist 



u. s. f. 



^_ *t 



(*). 

^,4:-« 



h -i' \'' • J' . .,' ;:• • A' -"J.- f/ .'»Ai 



'••' f . .:• • : .'» 



« i • 



^2 T • •••••• 



'l^ M. 



(&) 



(«) 



j '!• + «, + ... 



(7) 



• • «4 -f- • • • 



) ^6 "t" 'j^ • 
U. S. W. 

Nun oonvergirt aber der unendliche Ketlenbrnch 



«» + ••• 

ganz sicher, wenn überhaupt a^' immer ^&« ist, weil dann gewifs 



Lim 



"n'^m^i 



ist, und sein Gränzwerlh mufs ein achter Bruch >«^ , weil er kleiner als 

b ,^ '*•■••.- 
der erste Näheningsbrueh r^, fnd dieser selbst ein achter Bmch ist. 

1»", 
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Wollen wir also -j in den unendlichen Kettenbruch (4) verwandeln, so 

B ' ' 

mufs -^ ein ächter Bruch sein. ' Die nämlichen Schlüsse sind aber auch 



■i . I 



«uf die GleMmog (&.) «awendkm*. Hier isl ehmfallader KalloihnMik j*eehts 
ein iweodUeher cümvai^^nlftr luid m» Gräanwerth ^1. Bs nl9k» «wli 

-^ ein achter Bruch* Aus den nämlichen Gründen sind femer die Brüche 

JS 

-jyj fr U.S. f. ächte Bruche. Hieraus' folgt nun der Beihe nach 

/ .^>Ä, fi>,Ct Cy^.D^ Z>>^ u^*.L ;,;\ . .. 

... •> . .k ^.>.*>C :?-./» J^^" eleu . ,. ... ■. -.i 

IKe ZkUett A, B; C, D, . .-. hOtea abd «he onendU4ili«^MlMteai4e 
Reihe. Sie sind aber auch sämmtlich ganze Zahlen, wie «an soglmeh 
-ttoi ihrem oben «Bfegebenen B M —g sgesetge • eraieht; Wennf ab^ eine 
Reihe von positiven ganzen Zahlen ins Unendliche abnimmt', ae wattssH 
an irgend einer Stelle ins Negative übergehen«* Diefs kann entweder mit- 
telst eines Durchganges durch die Null, firie in 

6, 4, 2, 0, — >, —4, .. . 

oder mit Überspringung der Null, wie in 

. I* ■ ' 

geaiAeli6B* Im • ersten i Falle mulste' also eiki^'der Zaklen ^4^ B, C, 
D,'. • ., milbio mmk einer 4tr Brüdie - ' - 

3 € D B 

Ä' 3' C D' "' 

d. b. einer ^er Kelten|>rüche : 



«a + !-S-' «. + ^ 



-» j , -* j- , , u. tr. f. 

«.+:r-i— «4 + / i < 



• • 



' » 



«4 -|- • • • * «5 "h . . . 



gleich Nnll werden^ was nicht möglich ist. 

hl eweitenPiUe Mi& in der R«ihfe A, B, % D^.s. MI,Pi,P,... 
eine der ZaUcs, mwa M, die letzte positrre, und -die darauf feigende N 

die erste negative, also der Quotient -=^ negativ &ein^ Es luüfste also 

auch der entsprechende Rettenbruch, etwa 
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"• + i — X — 

"•+t> I • • • 

einen negativen Werth haben , was unmöglich ist. 

Am 4ieeeiiBeMohteagetf feigt mn ,^ ^abes^tticM mfglMi ist, eimn 
tvlioMrien 41cb(en Bcneh In einen nnewiiieiien ibita#iibr«ek m Venrairifrfii, 
dfssei^ Glieder ächte Brilche ^nd nnd jpin^e positive Zajdeq ZH Z$b|erh 
und Nennern haben, weil früher oder später ein Glied erscheint, dessen 
Zähler,. dif; Null ^<;r eipe negf|tive Z»b);ist. lifyiMk üb^r^ie^ ^uph gleich, 
dafs dieses Glied um so früher eintreten wird, je kleiner die ZaMea A 
und B selbst sin4| weil dann die Reihfe A,' E, C, D^ w •' . bald ins Ne- 
gative übertritt, dafs dagegen für sehr grofse A und B viele Glieder des 
Kettenbrnches positiv sein lönnen, ' weirdie Reihi A, B, C, . . ., wenn 
fi» AMkii4iiiQUgi^ Stange m tmlfeir kü, ehe sie dai fitbiet den Negativ 

! WiH>»«bfy non Migfkehrl^ wnsatHchet JteHwijhnioh #ep 4ßc Fofin 



H'V ■ •'• . sV tl :•' *i . , ♦.* V.* 1 -.. r- 



a^^ht 



» • • ' r 



. i ■" «^ -f- y »* A » ^ • 



worin -^, -^, -^, .^. sän)intlich jichte ^rü^e, Ui, a^^ « • • b^, 
Äj ii^ iig 

^i^ • • • ganne potitire Zahlen ai«d, m kann ^raelbt nklt einen tatiq* 
nalen ächten Bruch zum Gränzweitbe labek, weil Maat gt^en die Vor- 
aussetzung ein negativer oder ein sieh aopuUiijender Zähler in demselben 
vorkommen müfste. Aber der gesuchte (SränaiWerth ist sicher ein ächter 

Bruch , weil er unter dem ersten NäberuDgsbrnche — , der selbst acht 

ist, liegen mnis. Es kann folglich der Nähenpgswerth des ganzen nn<- 
endlieben KettenbrucheS', keip rationaler, st^Dd^rn* er' mufs ein irratio- 
naler ächter Bruch sein» Diefs stimmt auch ganz.^u der Bemerkung, 

B " 

dafs der aus --^ entstehende IlettQpbruch desto mehr positive Glieder ent- 

i • ' ' I ; * *ß 

hält, je gröfser ^ und B sind, Vif^i^t/ttt, a^p^ -^fiuß% inrP^QfVllffO 

acht.^ Braaby so md B au4 ^iudendlieb glitte ^I#lleii$^>4er> Anfang 
^r.Reibi^yll^ B^ ^, ^^^ ., liegt -also über jedMr #nfeebhavliii>AaUi> (wie 
be; der Reihe, jder natürlichen Zahlen , rucj^wärts genommen) und folgficb 
kann die Reihe A^ B, C^ , ,V selbst ins Unendliche fallen, ohne nega- 
tiv zu werden. <« .■.•! -•: ^ ." • s -ir» •': ^•- •*. • 



IL Ganz ähnliche Betrachtttii|;en lassen flielr für diejenigen Retten- 
brüche durchfuhren, in denen alle Glieder, mit Atsnahme des ersten, ne- 
gativ sind und ganze ZaUea. tu Zahlern und Nennern haben , vorausge- 
setzt noch , dafs von irgend einer Stelle an die Nenner ihre zugehbrigtll 
Zähler um mehr als eine Einheit ^übertreffe*. 

Ist aämlith 

b, 



(8) 



* .> 






*. 



Um — ^ " * 

■•• ^^^ • • • 



*9 

der gegebene unendliche Kettenbruöh, in welchem 

*i *« *8 



«l «2 ^1 



ächte Brüche, a^, a^, . • • b^, b^, . . , ganze positive Zahlen sind, so 

ß 
würde der Versuch , einen rationalen Bruch -j in Jenen Kettenbruch zu 

verwandeln, zu folgenden Rechnungen veranlassen: . 

B _b, 

B 
soll diefs glcocb de^ Kettenbracbe in (8) sein, 99 'ofg^ ,. .. 

by ^ hm 



«, — 5-- 



«« 



mithin 



a, Ä — b,A 



B A, 



»' .' 



a« — ' -*— * 






oder flSfr 



W 



c _ b^ 

B~ *, 



Ferner ist 



B 


a ** 


-T*. 


>ltf » 


• « 

c 

B 


-h^B 


»1 


'. i 



c 

und wenn die& gleich dem KetteDbrudie in (9) sein soll, so mufs 
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oder für 



(10) 



c 


= «« 




** 


« 


• 


«^"-^ »>. 




«,C- 


• 


S3..Ä 


ferne 


r finr 


*4 


Ä^ T^ • • • 




«4- 


-*,C 


= -».'. 


E 
D' 


* 


4 



IIa *■▼* ••• • . ♦ .• »' 
Q« S. W. 

■ »4 

Vorausgesetzt nim, dafs in allen den einzelnen Kettenbrächen 



• , • 



*1 


4 


*« 




> 

• 
■* • • • 


7" *• 

" j • • • 



U. 8. f. 



die Nenner ihre entsprechenden Zähler um mehr als eine Einbeit über- 
steigen , so sind die Werthe aller jener Rfettedbniche , mithin aach iie 
Brüche 

B C D E 

A' B' C D' •• 

positiv und kleiner als die Einheit, mithin 

Hier sind nun ganz die nämlichen Schlösse anwendbar wie früher, ans 
welchen folgt, dafs eine der Zahlen A, B, C, ... gleich NoU oder ne- 
gativ werden ranfs, was nicht sein kann, weil alle die einzelne Rei- 
tenbrüche 



*i ' . ^ 



n. s. f. 



«1 — T ^a — 



tf ji •—" • • • tf I 



positive ächte Bräche zn Gränzwerthen hab^. Es ist dso die Voraus- 
setzung, dals der unendliche Kettenbruch 



«1 — * 






Cap, XIX. iDto; wl AUg n w B %w Ail>w im KettteÜrih^. 313 
dBcn nidoaaieD Bncb koiii Gritaxwerlhe babe, fakck, aad er.^at dem- 
nach eiaen imtioutoii 6iÜKwert]i. 

Diese Belrachtniigeii würden aber npr ibeilweise passen , wenn von 
irgend einer Stelle an die Nenner des KeUenbrnchea ihre Zähler nur nm 
eine Einheit überstiegen. WIre z.- B. der Kettenbraeh von der Form 

*, 



WO nur die ersten zwei Nenner ihre Zähler oip'mehr als e 
steigen, gö setze man den Werth deuelben,K= -^j mai 

' ■ .£_V ■■■■■■' 

/ ' «, + 1 

and für 

a 






». + < 



.^ 



i. + i- 



*. + » — 



^<C 1, aber -^ nicht i< J , weil 

der GrSnzwerth dos entsprechenden Keltenbracbes die Kiobeit ist. lUbif 
bat als« 

A-^B, J>|C, C = p^S ... 
Hier geht also die Abnahme nicht ins Unendliche, sondeni nur bis jui^iner 
gewissen Stelle. Es sind also die weiteren Schlüsse nicht, wie vorhin, 
anwendbar} dagegen hat man wegen B =: C anc|i. 

folglich 

C = - 
femer: 




folgt. DiQfe wärde nini aiioh nniinlMhaf Mchallen,' velia auio It^mariUei 
dar» der in Rede stehende Rettenbnidi dem Inlgeadtti 



1 



a 



* a^-^i 



'S 

gleich ist und diesen einrichtete. • ' 

Fassen wir nun alles Bisherige zusanmeB, 'so können wir das Theo- 
rem aussprechen: 

Wenn in dem unendlichen Kettetobmche : 

■ 

alle einzelnen GHeder ächte Bruche sind , Welche ganze 2«ahlen zu 
Zählern und Nennern haben , wenn ferner von keiner Stelle an der 
Gränzwerth des übrigen oneodlichen Kettenbruches der Einheit gleich 
ist, so hat der genannte Reitenbruch einen irrationalen ächten Bruch 
zum Gränzwerthe. 

Wir werden später von diesem merkwürdigen Satze einige Anwen- 
dungen machen. 

• » 

§.'78. 

Die Reste der Kettenbnidi«. 

: 

Schon bei der Verwandlung eines gewtUinlichen Bruches in einen 
R^ttenbmch von Torgeschriebener^ Form begegnet man der Ersebeinung, 
dafs der Nenner des letzten Partialbrucbes einen Rest bei sich fuhrt , der 
aus der Natur der ganzen Rechnung roA selbst heihvorgeht; so war in den 
früheren Beispieleti 



S8» ' ' , 617 

^+77" 



6 + ^ 



T + 5 



9- "»* 



617 
Das allgemeine Schema derartiger KMteubriiehfe ist 
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(1) 



]• 



-1+*-* 



«• + ^ 



^ + ''n 

I • • • 

und hier entsleht iim dis FV^ge, ob napn b^rerchtigt ist, den Rest r« weg- 
zulassen, i«Md.die AfiMbl 0i.^«r i^afMaUNPÜch« m UMndliühf wjMiM» 
Man kann diese Frage aneii so fofmnliren : ,, unter welcben Umständen 
bat die Differenz der beiden K^e^ibi^fcbe 

(4) ' •' ^- 



A| -i|n*»*» 



» " «y 






• 



««+'•1 



und 

(») 



*i 



«1 + 






«« + • . 1 *5 



für unendlicb wachsende n die Null zur Glänze, '^ denn es ist unmittelbar 
klar, dafs in den Fällen, wo dieser Gränzwerth statt findet, beide Ket- 
tenbrücbe identiscli werden,. sobald »an sie ins Unendiicbe fortsetzt. Es 
läfst sich nun leicht vemiuthen, dafs die Weglassang des Restes, ähnlich 
wie bei' den fieifaen, dann erlaubt sein werde, wenn er selbst sich der 
firftnz^ Ndli nähert; indessen bedarf die Sache doch einer genaueren Un- 
tersuchung, weil diefs, wie man gleich sehen wird, nicht der einzige Fall 
ist, in welchefi die Differ^z der in (2) und (3> verzeichneten Ketten« 
bräche die Null zur Gränze hat. 

Bezeichnen wir die Rettenbrfiche ' ' ' 

A__ tu ' 






•— 1 



mit P^=^ , E*=i und d^n Rettenbruch in (3) mit ^ , so ist nach einer 
früheren Formel 

P 

Her Rettenbruch (2) , dessen Werth diirch ^ angedeutet werden möge, 
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entsteht aber aus dem in (3) dadurch, dab man ^^ -4~ ^« ^ ^« setzt; 
es ist also 

mtllim, wenn man Mr p^ and q^ hre Werthe aiis (4) Betet, 
' ^ — /^» + /^»-i^ 

Um nun die Differenz der Kettenbrücbe (2) und (3)^ in Rechnung zu be- 
kommen , ziehen wir beiderseits — ab , wodtarck bei Reduktion auf glei- 
chen Nenner zum Vorsehein , kommti 
(6) ^—?It 

_ Pn-i 9n^n — PnU^i ^n ^« Pn^n^i — 9»Pn-i 

Es ist aber ferner 






« 






fol^ch durch beide;rseitige Multiplikation mit q^^^ i 

JJier ist die rechte Seite nichts Anderes , . als der zweite Faktor in der 
Gleichung (5). Substituireo wir dort die linke. Seite uus^^ror Gleichui^ 
für denselben, so wird 

/ßN ^ Pn. ^wr^i^n fP* Pf^i\ 

Hier haben wir nun zwei Fälle zu unterschdden. 

• • • 

L Es seien alle in (2) und (3) vorkommenden a, b und r^ mithin 
sämmtliche Glieder und Reste positiv. ' Dann sind auch ulle p und q po- 
sitiv und der erste Faktor re(»ts in (6) ist ein ächter Bru(^ , der zweite 
eine Gröfse, wBlche beständig abnimmt, ohne dafs sie sich jedoch der 
Null zu nähern brauchte. Soll aber der gefundene Ausdruck ^ch der Null 
ünbegränzt nähern^ ao mufs einer der beiden Faktoren selb^i di^ NbH zur 
Gränze haben. . • ! . '. 

Nun läfst sich der erste Faktor auch in folgender Form schreiben: 






und wenn diefs die Null zur Gnlnze haben soll, mofs 



sein. Man hat aber ferner 



Lim — 5^^^— r = oo 



Hier ist nun eanfe sicher HbH — ^»-L -- oo Wemi schon Li» ^ = ei>^ 

isty weil das, was zu. -^ noch hinzukommt , um die Gleichung herzu-« 

nkUeii^ »4anai f^silim Gröteiist«. Die Differetis juriaiAeft 4tm KetteiH 
hräsheii (St) Jund.<S) nüll«rt.iilßh diso gnwib der Ndi, wmm 

(7) Xuw 25 = oo 

ist, was entweder dadurch geschehen kanti, dafsr lim a« =s oo und 
£»mr« eine endliche Gppfae ^t, oder da^urcb^ dab lAm a« von NuU 
verschieden und Lim r« = ist, wie wif früher unmittelbar bemerkt ha- 
ben. Da* dir erste F^aktor ?ti (6) ein ächter Bruch bleibt,' so könnte * 



»•' -. r .»■ 






auch dann werden, wenn lim {^ — ^^^=^ i , d. h. Um J ^&s n- 

würde. Diesen Fall haben wir schon untersucht; er ist derjenige, in 
welchem der Kettenbruch (3) cönvei^irt. . Die Differenz zwischen den 
Ke^enbjriicben (2) mA.(^) BÄbert/ricb al««i a^ucb dann dei Null, wenn der 
letoteni convergirii^. waa iipimer geacbieht, wenn ^ 



(8) ' Lim 



«»« 



«M-l 



*IH-1 



* 1. 



ifitf n^ >i>ene|ts^ gWz%^ worden ist,. , 

M. .n,, Weniger ciafach jfc&taUcn.aicJ^jlicResi^ wenn, die, Gröfsen 
V^^»/ ^*^ ... und r» »ftgativ, also die Glieder,, jpiit Aasnahmc^ des 
ersten , negativ sind und die Kettenbrüche (2) und (3) die Form haben : 



(9) ^ 



[j -»- ^ >■» ■■■■■: 






^ — 'V 



■'l 



(10) 






Hier ist dann 



«8 — -. Ä^ 






oder 

Hieraus ersieht man erstlich , dafs die fragliche' Differenz zwischen den 
Kettisiilrieke»(*>oM (Id) ^Uk «crNnH-n^it/ wwii «efintfit r^ te 
Fall ist, was»wir schpote MheriMiqiitlelkar fctmtfkl halDn* fisgiehl ata* 
noch einen zweiten, günstigeren FaU, Ist nämlich der Kettenbroch (!0) 
ein convergenter, was immer 'statt fiqdet, wenn seine einzelnen Glieder 
ächte prucbe^iodi so hat paM 



r» 






Daraus aliein folgt aber noch nrcht, dafs der ^vuidquck in (li) «ick der 
Null nähert, weil es geschehen konnte,, dafs in dem ersten Faktor 



U 



Lm wZ2 — aa/ i 



^ i ■ 
Lim, -I ■ > ■■' ss: oo 



wire^ Bs w(M« danfi 'der game in Kitt steh«ii((e AisAtidk Att^ liw^ 
Faktoren zosammengesetift sein^ vöii denen 4er e4ne intirtr zu-^,' i&t an^ 
dere beständig abnähme, und es köpato^ dann das Produkt eine endliche 
Gröfse zur Gränze haben. Wir müssen daher noch darauf sehen ^ dafs 

lAm ^* von der Einheit verschieden' sei: ' SiüAnan' äMd 'NeMer d' 

gr^fser ab dfe Z&hier 6, w^s Idr del* Convergenz weg«n voraassetzen 
mäiseB , MT kk jeder NSberong^tieiiner '<;« grSfser^ al^ der vox4ierg«beiide 

9»-i*)> mithin -^^ > 1. Diefs hindert aber nicht, dafs Lim -^^^ = 1 

sei (wie z. B. Lim — ^~ für wachsendjB mf. Femer Jst 

^ m ' 

*) Der Beweis davon, Alfs hier immer 9ir 1^ Qu— i ^^) lautet kurz: Gesetzt, 
man wüfste schon , dafs q^^x ^ 9n— 2 ^^ > 90 mnfs aqeh 



Lim ^-^i- = Lim -^\ LmL ' 

Da nan möglicher Weise der erste Faktor^ sich der Einheit nähern kann, 

i 

so mafs 9 wenn wir sicher geben wollen ^ Um — von der Einheit ver- 

schieden sein. Die Differenz zwischen den Kettenbrüchen (9) und (10) 
nähert sich also auch dann f&r waohseiide 9 unbegriinzt der Null, wenn 
der Kettenbruch (iO) oonvergirt , - was nur unter der Bedingung als gewifs 
behauptet werden kann^ daHi alle die Brüche 

ganzzahlige ächte sind und wenn zugleich in (0) Lim r^%i ist. 

§. 79. 

VerwancllttDg von Qua^raitviuleln in K^etteabrüche. 

Eines der ainüichdlen Beispiele für die Darstellung von Funktionen 
diMb KetlMWüelni gelm iHe Wvrseltf <kr ügdmktäem fifeiduini^ 
tmeiUm Qr&ie/Bik AtA- der ipiaArathtket fiiMiiilniig 

iodat ntt» 'ttlMi^b' auf giw^oÜdm» W«ge' 

(2) X :=± —a±^ä^^ 
attddif^rsM» fit 'Aer M«fa uns N«. 0) - 

(3) ' * = i-T- 

. . • ' • . . • •• . . • . 

6, 



^•^» >^=5r^ ?*-* 



'» 

sein. Denn da vir a^^hf^, und beide ak ganze Zahlen voraussetlRn,.'^ ^uSß-^ 
wenigstens um eine Einheit ^ b,» scii^^ Ware iq^ «ngünstigsten Falte a^e=zsb^^i, 

so wäre — =--t ■» i , also die obig«S Ungleichin|p richtig ; ist aber a^ um mehr als 
<*« — * . . 

eine Einheft von b« verschieden, so ist . ein achter Bruch,' also* g,|^| um so' 

mehr gröfser als ein Theil von 9«_^ , da es schon gröfser als d^ ganze Qn^, vor- 
ausgesetzt wird. Aus jener Ungleichheit folgt mm (a,^ •<— 1) q^ ^ ^ ^«-^n—a oder 
Onfn^j — 5||g4|__2 ^ g«—!) oder vermöge^ des. Wedhcn der linken Seite q^ ^ 9n— i* 

Ist also 9«^i ^ 9«-.s ^ *o ^^ ^<^ fl» ^ lliKB»-^* ^^^ ^^ <^^ 9i "" *i 9 9s »= 
Gl a^ — b, ; femer offei^r a ^ a, ^'äi -f* a, ,' ausgenommen im Falle a^ «= a^ = ^ ; 
da aber a, ^ ^a ^^> ^^ ^*^ '^'^^ ^wifs in jedem Falle a^a, ^ a^ "f" ^s > ^^i* 
^1 ^9 "^ ^9 ^ ^1 > d. h. g, ^ g^. Nach dem vorher bewiesenen Satze folgt nun 
für 11 «^ 3 , g, ^ g^ , für n &=» 4, g^ ^ g,. u.8. f. » alsp ü(>e^iaiq^t ■ 

Die Nenner der saccessix^eH NitfieriiP^brüche bilden mithin eine steigende Beihe^ 
w. z. b. w. . { \ * 
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Indem man hier für dr den ihm gleichgeltendea Brach rechter Hand mehr- 
mals sabsüluiri, erhält man der Reihe nach 

f = 



«« + ^- 






2a + — 



2ä+ * 



2a t{- X 
u.. s. f. .. . 

überhaupt, wenn man n Partialbricbe vwaossctzt, 
(4) ' = — — , 

2a-f- 






S«tt noB dieser Kettenhrttch ins Uneiidtiehe Jor^goben , ao oriteaen die Kfi* 
terien des vorigen Paragraphen herb eq pam g en werdeft , da «m ihMo.ia 
entscheiden ist, ob man dafl^ reehier Hfind befindliche x weglassen darf 
oder nicht. Wir haben zu diesem Zwecke die Falte zn liPhVAcheiden, ob 
der Kettenbruch positive oder negative Glieder enthält. 

I. Sind a und 6 positiv und verstehen wir ifnter ^ 4ie positive. Wur- 
zel der Gleichung (1), so dafs abo ausschiiefslich 
(6) X = — , a -|- y"a* 4- b 

ist, so sind die Voraussetzungen erfüllt, welche wir unter No. I. des 
vorigen Paragraphen über die n und b^ sowie über r^s=z x gemacht ha- 
ben; ferner ist 

ff-a.^, 4«* • " 



Lim 



b b 



indem wir den Fall a = ausschliefsen. Wir haben daher für positive 
a und b ohne weitere Determination die Gleichung 

b 

X si ' — ^ 

2a-f--^— ■ 



2 a -f- ■ ■ ■ ■ * 



und indem wir für x seineu Werth aus No. (5) einsetzen 



(6) Vä« -I- » =t fl 4- 






2«+ * 



2a -f- . . . 
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Mittelst dieser Formel ist es sehr leicht, irrationale Qaadratwarzeln in 
unendliche Kettenbrüche zu verwandeln: man hat hierzu nichts weiter nö- 
tbig, als die gegebene Zahl in z#ei Tbeiie zu zerlegen, von den6n der 

erste ein Quadrat ist. Bei der Berechnung von V^Sl« z, B. kann maa 
axK ap u«i &= 17 oder aiich .a=:$: 4 und 6.?;?^ nebatftn^ diefe giebl 

4 + H- 



4+" 



Kai == 4 + 



.4 4- . . . 

5^ 

8 + ^ 



e + ' 



8 



II. Etwas anders wird die Sache, wenn der .Kettenbrach (4) nega- 
tive Glieder enthält. Gehen wir nämlich von der quadratischen Gleichung 

x^ -7- 2ax = — b 

aus, 80 folgt zunächst 

m .*==« + Va*—b i . 

andererseits unmittelbar 

2a — X f : 

mithin «^durofa.mchmalige ^ibstitution dmes Werthos 



'»• 1 



(8) 



2« 



12«- * 



2« — . 6 



* 2a — X 

Wollen wir diesen Ketteobruch ins Unendliche fortsetzep, so mufs nach 
den' in No.'II. des vorigen Paragraphen gegebenen Erörterungen entweder 
r^^=^ X die Null zur Granze haben, oder der Kettenbruch mufs conver- 
giren und zugleich x von der Einheit verschieden sein. Die erste Bedin- 
gung ist hier wegen der Unveränderlichkeit des x nicht erfüllt und wir 
können uns daher nur an die zweite halten. Nun findet Convergenz 

statt für 2a ^A, und damit a + V^a^ — b nicht = 1 werde, mufs 

+ V^o» — 6 $ 1 — a d. h. a« — 6 ^ (1 — a)* oder endlich 2a ^ 6 + 1 
sein. Nehmen wir hier das obere Zeichen , so ist die vorige Bedingung 
mit erfüllt und wir haben dann 
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Sa 



,«- ♦ 



Hwc ist Q6ck «« beüiBAMn, wi<4cler von itm beiden perilivei Wertiieii 
des X durch den Ketlenbnich dargestellt wifd; für 4kse Bestimmung reicht 
es hin, zu bemerken, dafs der CUünzwerlb des ganzen Kettenbniches 
ein ächter Bruch sein mnfe, weil seine einzelnen Glieder selbst derar- 
tige Bruche sind; nun findet man aber, dafs zufolge der Determination 
2a>ft+l 

a -|- Va* — b > 1 und a — V^ai — b < 1 
ist , und es darf daher nur da« untere Vorzeichen , also x nur = 

a — Va* — h genommen werden. Mittelst dieses Werthes von x er- 
gkipt «ich aas der Formel (9) 

(10) Va» — hz=za r , 2fl>* + l. 



«a — 



2a — ... 

In dem Falle 2a = 6 -f- 1 ist nach den früheren Uiitersuchungen (S. 504) 
die Einheit der Gesammtwerth des Kettenbruches ; dasselbe Resultat Ge- 
fert auch die obige Formel und sie gilt daher unter der erweiterten Bedin- 
gung Sa = fr^ 1« 

Für Sa < 6 -f 1 darf jnaa £e Biehls|^eit der Farmd (10) nidit 
mehr behaupten, ja sie würde sogar bei dieser Ausdehnung auf Wide^ 
Spruche fuhren; für a c= S, i = 17 z. B. erhielte man 

17 



V— 13 = 2 ~ 



,-'' 



4 — ... 

und diefs ist offenbar unrichtig, da der Kettenbrucb , wie weit er aucb 
fortgesetzt werden möge, inuner nur reelle Werthe besitzt und diese reel- 
len Bräche eine imaginäre Zahl nicht zur Gränze haben jLönneo. 



■> 
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G a p i f e 1 XX. 
Die YerwaQdlaqg vQii Reihep In Kettenbrüche. 

Verwandluqjg; einer beliebigen Reihe. 

Das Verfahren, dessen wir nni bf dient haben, um gewöhnliche Bril- 
le nud QaaäratwnrMliI in KM^nMobe VPzug^ptalten^.JLam mt ^WkfU^ 
kleinen Modifikation auch auf jede endliche Reihe 

angewendet werden. Bezeichnen wir die Summe derselbe» mit f{n) und 

i ' ' ' • •■ • 

den Quotienten ^ mit v^, so ist zunächst 

a(|d auf ganz gleiche \¥ei>e 



«'o " «»i ««.V . f^m^i. 



und mithin durch beiderseitige Vergleichu^u; 

Durch Umkebrung und Subtraktion von v^ folgt weiter ' 



oder, symmetrischer dargestellt, 

1 .. " .(1^.)« 



^n 



V,^V^^^j^^-V,^^ 



f{n) 

\ 

Beieidinen wir zur Abkürzung wie folgt 

so geht die vorhergehende Gleichutfg in die nachstehende über 

Dieser lassen sich folgende libnlich gjebildefe Gleichungen an die Seite 
stellen': 



^^4 dp. liX. hin ybtinnihmf tob Rdheii in Kettcfinbrilehe; 

<p(n — 1) = — ^''— '^* 



q>(n — 2)== — 






1 

oiid hiet*bet ist io dei* letzten GleichHhg ^(0) =ec j— — * t)^ =2 
t?^ = 0. Indem man i|an jede Gleichung in ihre Vorgängerin 



• • .« 



«0 

sabstiluirt nnd auf diese Weise bis zur Gleichung (3) rückwärts schreitet, 
ergiebt sich 



— I . i , * ■■ — 



(Pi) 



«'i+^'o 



»«-1 + ^ 

\ 
Aus der Formel {2) folgt aber 

und hier kann man den soeben für 9(91) ^gefundenen Kettenbruch einsetzen. 
Substituirt man zugleich für f{n) die ursprüngliche Reihe mit umgekehrter 
Anordnung der Glieder, so ist 

'41 i > i - 1 

i' 



i> 



(vj 






.^. +.»_ -. ^''->' 



»,^+«',_, — .. (»,)» 



oder endlich , wenn v. = t^ , «,_, = t^ , v,^, = f, etc. gesetzt wird, 

(*) i- + ^ + ^ + -.+7- 

1 



^0 



(^>* 



)l 



'0 + '1 — (. )« 



• — 1 



Diese Formel dient nun zur VerwandlaBg einer endlichen I^eihe in einen 
endlichen Keltenbrucb. . Enthält die Reihe weehsßind^ Vopeeichen, so i^t 
dasselbe Verfahren anwendbar und giebt 

(6) 11,1 , K %) 

1 



- — - + - — ..,+ 

«o *i *« *» 



*« + '"'* 









(I 



wie man auch kürzer aus der Formel (4) findet, indem man —rf^^ — ^3, 
— t^ etc. an die Stellen von t^^ t^^ ^^ etc.; treten läfst. 

£s hat keine Schwierigkeit , afcis den Formeln (4) und (5) noch an- 
dere abzdietteir^ welche sich auf. besondere Voransselzuogen bezieben. 
Nimmt man z. B. 

und schaA die Bfrüabe.aiis den einzelnen GIiediK*n depr K^tt^Ju^cke weg» 
so findest man: ^ , ; » 



• i 



«O «1 «• «» 



^1 * + *« — ^ 



) 



i?»»-i ^ •?!- «« 



(7) L_*'4.'?!_. .•. + (-•)•''♦ 






11' 
11 « • 






( ', 






M «•—««'+•.,. (Ä,a.^)»;r 



Für Oö = «0 9 ^1 = «^0 '^i 9 ^t = ^0 "1 ^ft ^- s* f' ergiebli sick; hierau» 
nach gehöriger Hebung 



,. • . ,. 






*d **o*i *^o *i *4 «0 tti . » » «^ 



«0 






«« + *^ *— i 

• k— j — 1 — 



• L • 



(., L___^ . ^£!^^_...;+ <-'>-^ 



I 









Nimmt mau beispielsweis in der Formel (8) 

M» MeMi KMtfet HtfQd dii; btttMütsttlib R^ihe , ^C2t m^n d^füV ifaf^ Summe 
(i -f-ar)*^ und schafft rechter Haod die Bräche weg, so findet ätih 

(10) (i: + ^)» ; . 

' . . # 

1 



MX 



. . 1.(11 — l)jr 



(«^i) jr-t*g •"— i ^ " 

Ix -j^« 

Kite den bisherigen Kettenbrücben für endliehe Reihen lassen sich 
aDmitlelhar Kettenbfätbe Sit unendliche Aeihen herleiten , indem man die 
Zahl w 4~ 1 9 welche die Anzanl der Reii^Mglie^M* und ebenso der Ketten- 
bmehglieder bestimmt, ins Unendliche wachsen läfst. Eine besondere 
Vorsicht hierbei ist nicht nöthig, denn jeder Näherangsbl'äch 4e§ Ketten- 
braches bildet den Repräsentanten von so Viel Gtiedern der Reihe , als er 
selbst Glieder enthält; convetciH )Asf die unendliche Reihe, so mufs der 
Ketlehbrueh ebenfalls ^onVtet^gTrea , und auf gleiche Weise zieht die Di- 
vel*geBd^ t^T Reihe die Divergenz des Kettenbruches nach sich. So hat 
man mi B. aulft No. (T).lär . ' 

11^ = 1^ 0^ = 3, a^ = 5, «g=t»^j' ^-.v. • 

wenn die Reihe ins Unendliche fortgesetzt wird. 
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« . . *• jf* 



I ^— ■» ^ ■ ■■■! »-^ H^a» .ima» m,^^, g « , 









5 — 5s -f- 



7 — 6* "4- . . » 

z S i oMveffgirtdie Reih€ lirio^ Hand) sdxl naii vs^s^ md mA- 
lijiliEirt beiderseils mtZy so labt sick die Srnnine^ier Reihe — fij qi «sd 
181 ArcUm z; man gdaogfc so sti der Fonnel 

> 

(U) JrcUm»s= -— ^ ;«F5i. 

1 — 1,»4.<^^!! ^_: 



5-..« + ^" 



Für z = I liefert sie da^ zuerst von ftrounker angegebene Resultat: 

> » 
» 1 



(«) 



• . + !^ 



.+ ^ 



. + " 



Jl "I • • • 

welches die Umsetzung der Leibnitz^scben Reibe in einep unendlicbün 
Ketteubrucb darstelll und ebendelswegen dieselbe langsame Convergenz 
wie jene Reihe besitzt. — Aus der Forqnel (B) findet man ebenso leicht 
für cr^ — i , «i := 1 9 o^ = 2 1 «^ == 3 etc. 

(13) c* Ä — 



* I 



i — 









• « ••' 



und es wurde überhaupt nun kerne Schwierigkeit mehr bnben , sämditliche 
bislier entwickelte Reihen in Kettenbrnche unizusetzeu. 

■ ■ 

§.81. 

' Verwao^lqn^ einer Reihe von besonderer Form. 

ßei den Untersuchungen des vorigen Paragraphen blieb die Reihc^ 
um deren Verwandlung in einen Rettenbruch es aich handelte , völlig all- 
gemein; ist dieselbe aber 'von besonderer Form, so können besondere Me- 
tboden angewendet werden. In dieser Beziehung ist die Reihe 



3SS Gi^^ XXi Sie VMMdiMg im Jbäkn lo «etteArfic^. 






«(«-f i)(a + 2).P(i3-f-l)«?-|-2) ^^ 
"*■ 1.2.3.y(y+i)(y4-8) "^ ' * ' 

von Interesse, welche die meisten der In der «ilgebcais^chen Analysis vor- 
kommenden Reihen als spezielle Fälle in sich enthält. Sie convergirt für 
alle Xy deren absdatei* Werth weniger ab die Einheit beträgt, wie auch 
sönrt «^ /Tiind y beftebaSHi sein möptti, für 'k^-i convei^rir sie untep 
dep Bc^iiywi g y ^^ « 4^ ^» was oiaii «nter AnwendtiBg <der in*§^ 33. ent- 
wickelten Lehren bald finden wird. Unter Voramssetziing ihrer CoAveiv 
genz bezeichnen wir ihre Summe mit F(a, i^, y), so dafs also die 
Gleichung ^ 

. B(«4.i)(«-|-a)./?(|8-f i)(j8-|-a) 

' i.a.3.y.(}'+i)(3'H-2) "•""; 

Statt findet; es ist dann auf gleiche Weise 

«(«+<)(g-{-2).(|?-i-l)(^+2)()3+3) , 
"^ i . 2 . 3 . (y+1) (y+2) (y+3) ■•■••• 

und wenn man hiervon die Gleichung (1) abzieht, so ergiebt sich das 
wichtige Resultat, dafs die 'Differenz der beiden obigen Reiben wiederum 
eine Reihe von derselben Form' ist. Man hat nämlich 

F{a, ß-\-i, y+1)— F(«, ß, y) = 

rir+i)L^ i.(y+2) "•" i . 2 . (y-fs) (y+3) "»"••J 

d. i. , 

(3) /■(«, ß-\-i, y+i) — F(u, ß.Y) = "JO?f ^(«+^ ß+i' y+2) 

. '. y(y+ij 

Diese Eigenschaft läfst ßioh benutzen, um zunächst den Quotienten der 
Reiben (1) und (2) und dunn die Reibe (2) oder (1) $elbs^ in eio^n Ket- 
tenbruch zu verwandeln. Man erhält nämlich aus der GleichuBg ,(^) durch 
Division mit F(a, /5+i, y + 1) sehr leicht 

(4) 1 ^("^ P> y) = ^Sy=zäf. '. ! '. 

^ ' F(a, ß-\-i, y+l) y(y+l) " F(a, ß-{-i, y-f 1) 

f(«+l, ß-^i, y+2) 
Hier woHen wir der Kürze wegen ■ '■ •. .1 

« (y ß)* „, ' n . r I- . . 

und . ' ' . . ,..'.- 
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setzen, Wollet iilrir.durcli BinführuDg dieser Abkürzungen die Gleichang 
(4) in die fnöglidhst bequeme Form bringen, so wird es zuvörderst nöthig, 
den auf der recbten Seite dort yorkommenden Qnotieiit^ 

F(q, ß^i, y-f 1) 

ebenfalls durch die f'unktion ^ auszudrücken. Vertauschen wir zu diesem 
Zwecke die Gröfsen a und ß in der Gleichung (6), so erhalten wir 

(7) ^(ß, u, r) = .,s''al7^!4-U 

Da nun aber die Gröfsen a und ß in P{«^ ß^ f) symmeirisch vorkommen) 
so kann man sie ihre Plätze wechseln lassen, ohne dafs F{a, ß^ y) sei- 
nen Werlh änderte. In der That ist 

^ i.y ^ 1.2.7()r+l) T" 

d. h. F{a, ß, y) =: F{ß, a, y) und ans dems<3beii Grande hat imui aueb 

^(« + < > /^* r + 1) = ^(/'i « + 1 > 7 + <)• I^Dtec BenatzuDg dieser 
Resultate geht die Gleiehung (7) in die nachstehende über : 

aas walober dadareh , dofis man ß--^-t und y-\-i für /} und / setzt , die 
folgende eolspringt: 

W-t-J, «, y-^i) /?(«+!, /S^-i, y + 2) 
Der hier stehende Quotient ist aber derselbe , welcher auf der rechten 
Seite der Gleichang (4) vorkommt ; substituiren wir also seinen Werth 

t 

dort hinein , so ergiebt sich wegen der Abkürzungen in (5) und (6) 

1 - 1(«. ß, Y) ^/(?, ß, y) ^^ß^^X^^^) 

oder 

m ■>■('. 0. »=<- ^4t t: ?+ .. ■ 

Setzt man hier für a, ß^ y der Reifie nach: /^-f- 1 , «, y^" ^ ' ^^ ^^^ 

(9) ^(^ + 1, «, y+1) = 1 _ ylt'^I'/"*"-!!.. 

Siibititiiirt man ferner in (i) ««j^l, /3-|-l, y-|~2 für «, |3, y, so ist 
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und wenn man für «, ßj y in (8) der Reihe naeh ß^2j »-{-i, /"h^ 
einführt, ^ 

,u, ^,+...+.,,+s)^.- W;|;;>+») 

Man kann anf dfese Weise beliebig weit gefaed. 

Will man nach einer gefundenen Gleichung eine weitere bringen , so 
sttbslituirt man in die Gleichung (8) für a, j), y der Reihe nach diejeni- 
gen Gröfsen und in der Ordnung, wie sie im Nenner auf der rechten Seite 
der schon gefundenen Gleichung hinter i^ stehen. Ein paar allgemeine 
auf einander folgende Gleichungen diei^er Art würden sein: 

von welchen die erste als allgemeiner Typus für die Gleichungen (8) und 
(10), die zweite für (9) «nd (11) g^lU 

Substituirt man in jede dieser Gleichungen die nächste, indem man 
bm (8). anfängt und etwa hei (12) aufhört, so wird 






* — • . /(«+«, P+*, y+9«) 



Vermöge der Bedeulaog von '4;(a, P, y) ist n«n 

/■(«;^ + i, r+i) __ . . 1 

folglich 

F(«, |J+i; y + 1) 



(14) 



/•(«, ß, y) 



pAjt^^» »«■ >■« « 



/( «> /?> y) 

* f(ß-h*> «>7±J) 

» 4 * , ~ m I * ti < 11 i f r i I ii I I« I 

\ /«3 + g,« + i, y + a) 



* •. /(« + «, p + «, y-l-8«) 



t(/j-|-»4-i, «.4-»» y +*"+*> 

und ddKi siad die vcrschiedeMO Werthe der ipii f be^euiliD^leip Funktion 
nach (4) folgende« 
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tt* S. f. 

deren Gesetz leicfit zu iibirseheil ist. 

* « 

Utt Atin deo KeUfttibru^h (14) ins Ihieadtiche fortseien ni kmneB, 

ist zuvörderst .moek eine ßemerkiiBg' nötbig; Der fragUdie Kettenbrndi 

steht iiQter der Fomi 

i 
k 



f — » I ** I II lH I 

1 — . k 



?, 



fl 






f — 



*. 



*--.._*«* 



Ma*a^k^rti*ML«^B.a>rfi^k* 



1— (1-^.J 

Setzen wir hier i — ^x« <= '*«« > so geht der Kellenbruch ganz in die 
Foroi des Kettenbraehes (9) in §. 78. über, und es ist erlaubt, den Rest 
^tft wegzulassen , wenn ^ich derselbe für wachsende n unbegränzt Null 
näbsrt^ d..h. weno 

ist. Dieser Umstakid findet aber in der That stall; es ist nämlich 

_ #*(#+», ß+n + i, y+^n + %) 
, («+«) (ß+n + i) {^+n)(a+n+i)(ß^n+i){ß^^^t) ^^ 

^ i . (y+2n+2) '^- 1.4. (H"2«+d) (H-2«+3) "*""* 

wid ^ttm dtesen QuotieBleii i^nani^ «atawlelieii zu kiänneli , erlBnem wir 
an die Definition der sogenannten MitteigröTse zwisehen gegebenen 
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GröfseD. Sind nämlich a^ ij c^ d^ . • • beliebige gegebene Zahlen, die 
wir der Einfachheit wegen als sämmtlicfa positiv vorausselzep wollen, und 
nennen wir g die gr^fste und k die kleinste derselben , so heifst Mittel- 
gröfse zwischen a^ b^ c, d, . . . jede Zahl, die nicht gröfser als ff und 
nicht kleiner als k |st, und sie wird dprch M{a^ b, c, d, . . •) be- 
zeichnet. Von diesen Miltelgröfsen gilt der oatz"*") 

^o + ^i + ^ft +^» i" 't* ' 
•^o I "^1 i" -^a "i" '^9 t • • • 

= m(^, ^, ^, ^, ...\ 

\^o ' ^i' ^« ' -'s ' / 

roransgesetzi, dafs der linker Hand verzeichnete Quotient im Zähler and 
Nenner gleichviel Glieder entiiält. Nehmen wir n so grofs, dafs a-\-n, 
ß-^n und y -|- w sämmtlich positiv ausfallen , so giebl die Anwendung 
dieses Satzes 

^••~ L («+^+l)(r+2«+i)' («+«+2)(y+2;i+2)' •J 
und wenn n unendlich wächst, 

Lim Q^^ = J!/ [1 , i, i, . . . .] 

d. h. Lm^^f^= 1. Wir sind demnach berechtigt.^ den unter No. (14) 



*J Der Beweis desselben laatet: Nenaen wir G deo groTsten und K den kieüi- 

B B B 

sten unter den Quotienten j^ » 7^ > 7^ ^c. , indem wir dieselben als« positiv voraus- 

Aq Ai A2 



setzen, so sind die Differenzen 






r ^0 

und 




•*2 


^0 tr 
A '^ ' 


17 *' 





• • • • 



» , ♦ • ' • 



» • » •, 



• ■ • • 



sanuntlich positiv. Dasselbe gilt noch, wenn man diese Differeikien mit'deii Faktoren 
A^f A^ , A^f ... multiplizirt ; demnadi siod die .Ausdrücke 

il^Gf — Bq, AiG — Bi t 4aG — B^,. 

• ■• ' t 

Bq -^0^» ^1 -^1^» ^2 ^2^9 

» ■ r * 

positiv und ebenso sind es ihre Summen. Mai^ hat, deuNAa^h dvc^ .Ytt'ciirigaiig der 

in jeder Horizont^eike befindlichen Differenzen 

(io+ii +4»,+ ...) ö-^(Bo+B,- + B, + ...)> 
(»0 + Bi + B, + ...) - (io + Ai+Ä^+ ,..}K>0 

und hieran» . jindet man auf dar Siedle • * I . t '.. ^ ^ 

>► ^o H" ^1 "t" Bg + ■ * - , 

4o + -«i + 42 + • • • I 



JC,<^ ^0 "4" B4 -|- Bg -fi . V . 

4q T" 4j -J- ilj -^ . . . 



•k*' 



was mit der im Texte stehenden Behaopfeimg idenlisch wird , wenn man die erwähnte 
BezeicIuiHng der Mitte^röTsen anwendet. . ^ . s 
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verzeichnetea Kettenbrach ins Unendliche foiiznsetzen f vermöge der Be- 
deutung der Funktion f giebt diefs : 

I 

«(y — |J)jr 



l — 



1 — 



(y + i) (y+2) 



1 — 



(« + !) (y4-*— ft* 
(y + 2) (y + «) 



^Z' + a) (y + 2 — «)x 

. . : . , . . (y + 3) (y-M) 

und dieses Resultat ist so lange richtig, als die mit F(a, j^H" ^9 ^ H~ 
und l^(a, ß^ f) bezeichneten Reihen convergii'en; 

Aus dieser sehr allgemeinen , zuerst von ^aufs entwickelten Rela- 
tion lassen sich neue Kettenbräche für die wichtigsten in der algebraischen 
Analysis vorkommenden Funktionen ableiten. 

. §. 82. 

Kettenbrüche für einige der wichtigsten Fanktionen. 

I. Nehmen wir in Fornsel (i5)'j3 = 0, so wird F(«, |5, y) = i 
und es bleibt der Zähler allein stehen, so daEs sich ergiebt: 

^ ^ "•"y+i"^(y+i)(y+2)' "^(y+i)(y+2)(y+3)' + *" 



X 



: ,_y±i 



i . (y + l— o) 

(«-l-i) (y + o 
■ ■^ (y + 2) (y-i-s) "^ 

ä.(y-i-g — «) - 
(y + 3) (y + *) 



*-i 



Spezielle Fälle hiervon snid: erstlich 7 = 0, a = — fi, wodurch man. 
links (lie Binomialreibe , und somit die Gleichung 
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(2) (l-x)M = i— - 

1 -J^ ■^i^-^'— 1 ■ ^ u »II» 

^ I .(ft + 1) 
1 *•* 



1 •(<»—<) , 



2 . »rf 8) _ 



2.(^ — 2) 

— X 



' + r^' 



erhält, weiche aber nur onter den BedingUDgen gilt, anter denen die Bi- 
nomialreihe Gonverprt^ zweitens « =s /} s=: i und dabei x negativ genom- 
men, woraus sich ergiebt: 



1 



1 . 1 

X 






9 . 2 



1 + *» 



3 . 3 

X 

• + «*'• 



t . »*■ 



oder nach beiderseitiger Maltiplikation mit x^ 

(3) /(i^-,)= _f___ • !£*>-! 

— ! — X 

1 + ** 



i . 1 

-r — X 



2 . 2 

X 



i + — 



2. 2 

X 

4 . 5 



Aus dem Kettenbmche in (2) läfst sich noch ein anderer für e* ablei- 

X 

ien. Setzt man nämlich m für fi und für :r^ so wird 
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1 



('+.-) 



1 
— X 

, i 



,+ll!+-) 



1-* 



Tl{'-^ 



.^M^'^'i) 



2 
3 



2 

'-fr 






ttiid wetifi man zur Grfioze fAr anendKch wacfaseodk n übergeltt c 



c* = 



i 

— X 



i 

— X 

2 

1 "*^ - j 



i 

X 



i-L^ 



2 

X 



i+iii 



2 



- 4.5 
1 — ^ * » 



3 



i + Li« 



3 



1-«-^ 



* I ' • • • • 

Schafft man hier der Reibe nach durch Hebung so viel Brüche als möglii^ 
weg, so geht die vorstehende Gleichung in die einfachere über: 

(4) e* = -* 



X 

1 



i^t 



X 

• X 

3 + 



^^»T^I- 



X 

2 



5 + - 



X 

2 



'+1^ 



• • • 



2 

wotadi flieh auch der W^rdi von e näherungsweis benecbueQ lie&e. 
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Nimmt man in der Gleichung (1) a = 7 = ^ und setzt x'^ tSiT<c*^ so wird 



i-1^ 






2* 



. 5.5 



jr« 



1-*-^ 



3* • 



» 

X ^^^ • • • • 

and weoü man beiderseits mil x. multipUxirt und iü Kettenbrnehe die 

Brüche ans den Zählern und Nennern der einzelnen Glieder wegschafft, 

so ist unter der Bedingung 1 7^ or ^ — I : 

1 i A-x X 

(5) 7i^ 



2 1 — X i*x* 

1 — -— 



3 — — 



5 



7 — 



V ""■" • • • • 

Setzt man hier z V^ — i für Xy so «ergebt sich für 1 ^ x = — 1: 



(6) Aretan z =fc. — |r 



*+H*' 



3 + — 



5+?i'* 



7+ 



if ' I • • • » 

woraus man z. B< fVr z = l findet 

* • i • 

(7) 



4 1 

1+1 



s+» 



5 + - 



7+" 



j9 ~b* • • • 

ein durch sein Bildangsgesetz sehr merkwürdiger Kettenbruch. 

n. Kehren wir wieder zn der Gleiehnng (15) in §. 81. zurück und 



X* 



setzen dort —s für ar. so haben wir 



W« R «V - 1 J- *• , «(« + !) ^(^+1) X* ■ 
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Nehmen wir hier ^ = «9 lassen dann a ins Unendliche wachsen nnd nen- 
nen U nnd V die Gränzwerthe der Reihensummbn für unendlich wach- 
sewie M, s# ist 

x^ x^ x^ 

(9) r=i + j-^-^^ + ^^-^-^-^^ 

und wenn wir auch im KeltiMibruehe -3 fiir or setzen , darauf /3 = a ins 
Unendliche wachsen lassen, 



F 




1 


ü 


1 + 


X» 


» 


y(y + i) 



, , (y + 0(y+g) 



. , (y-t-a)(y+g) 



woraus nach Wegschaffung der Brüche folgt 

F 1 



(10) 



U~ , X« 

r + 



y + * + 



ar* 



y + «t yV»+... 



"1 ^ 

Bine sc$hr wfehlis:e SubstitHtien ist hier yi=:-> nnd ~ für dr. Man et»- 
hält durch dieselbe 

^ 1 . 2 ^ TTTTTTS* ^ 1.2. 5. S. 6. 2» ^ • * • 

JC^ X^ X 

d. i. ' 

2 

femer 

;r^^ I ^* I "^ I ^' I 

■1. 3. 2^1. 2. 3. 5. 2* ^1.2. 3. 3. 5. 7. 23~"* 

~ * "•" 1.2.3 "^ 1.2.3.4.5 "^ 1.2.3.4.5.6.7 * * * 
oder 

2jr 

ScUAmileli AmIjbm I. sweite Aofl. 22 
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Selzl man auch in dem Keltenbrocbe y = - und ~ für x^ schafft 

die Bräche weg and sabaütiiirt für U and V die gefunden«« Werthe, 
so wird 

f* — tr» _ i 

9 "i~ 



7 + ... 
oder 

«* — t-* X 



1- 1 + — -i 



5 + ——. 



Hieraus folgt noch^ wenn man x^- — 1 für x eintreten läfst, 

(12) tan X := — 



1 — 



x^ 



X* 



«4 
6~? 



7 — ... 



Die lelzten zwei Gleichungen sipd besonders merkwürdig und bieten 
aufserdem noch durch ihre Form den Vortheil dar, dafs man mittelst des 
i^ §.77. bewiesenen Theoreraes über 4ie irrationalen Wertbe von e* und 
tanx etwas Näheres aus ihnen erfahren kann. Bevor wir aber diese spe- 
zielleren Consequenzen ziehen, schalten wir erst eine allgemeinere Be- 
merkung ein , deren Zweck in der Erklärung dea Unterschiedes besteht, 
welcher zwischen den hier gegebenen und den früher in §, 80. entwickel- 
ten Kettenbruchen sunt findet. Gs l^fst sich diefs am ansciaolichsten ma- 
che*, wenn man die beiden für Arcian z gefundenen KeUenbrüche No. (11) 
in §.-d9. und No. (6) dieses Paragraphen vergleicht. Die Näherungsbrü- 
che jenes Kettenbruches sind : 



z z z z^ 



'' 4+ -• -^ S' 



« + 



'^^ 



3 — J8f« 



z z^ 



3 2« -|- 



& — Sä« 
u. s. w. 



G0f.XX. Bk Ver#ttMllMg f^ Mhm m Kelüabradie« da» 



imd tm repräsMÜi^eii ab« immer so viel CUiciler der Ririiie ^ ab sie sdbil 
GUeder enlballMi« Der Ketleiilmich (6) dagi^ii giekl 



5 



I _i_ 1 I ^ __ ^» 

^. . 4«« ^15 

U. 8. W. 

I 

Die einzelnen Näberungsbrüche sind hier die Stellvertrelcr von unendli- 
chen Reihen, die in so viel Gliedern mit der gegebenen. Reihe äbereiii- 
siimmen, als der Näheningsbrnoh Glieder enthälh Dieselbe Bemeckaiig 
wiederholt sich für alle Keltenbrüche der §§^ 81. und 82., und darin liegt 
der wesentliche Unterschied zwischen den früheren, und den jetzigen Ver- 
^ wandlun|;en der Reiben in Kellenbrüche. 

§. 83. 

Die frratiooalität der natürlicheo LogarithmeD ond der Ludblpfi'sd)^ Zahl. 

L Setzt man in der Gleichung (11) x = einer. raüonalen Gröfse 
--, gleichviel ob gebrochen oder nichts nnd bemerkt, dafs 



e* — e-* e^—\ _ 8 



e' + e-^ «^+t e^+1 

ist, so wird 



1 



'All fvm\ • 



.+1l 

(")* 



+ 7TT 



woraus sich nach Wegschaffung der ßriiche in den einzelnen Gliedern des 
Kettenbroches leicht die Relation 

<■) -^ — '--f^ 

««+1 «+ —^ 



■ 7« -f- ... 
22* 
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«igiebt« Dt in tfebi KettetiiMnidie die Zihhr der eimdm» Giredep i«- 
mer =iic* sind, die Nenner dngegen fortwähreiid wichst») st^niiib hü* 
her oder später in demseftea eine Stelle kommen, von weicher ans, ab- 
wärts gerechnet, alle Glieder des noch folgenden Keltenbraches ächte 
Brüche sind. Der Gränzwerth eines solchen Kettenbraches ist nach §. 77. 
irrational, folglich ist es dann auch der GrSnzinrenh des in (1) stehenden 
Kettenbruphes , weil jedenfalls ein Theil desselben irrational sein mufs. 
Hieraus folgt anroittelbar die Irrationalität Acf linken Seite in d^r Glei- 
chang (1) und diefs führt zu dem Satze, dafs für jedes ratio^iale m und n 

m 

die Potenz e* irrational ist. 

Nehmen wir einfacher n = 1 , so entspringt der merkwürdige Satz, 
dafs alle ganzen Potenzen der Ginindzahl der natürlichen Logarithmen ir- 
rationale Gröfsen sind. In der Gleichung ß' r:= j^ ist daher y irrational, 
trenn z rational ist ; soll aber y rational werden , so mufs z =^ log y ir- 
rational sein. Das natürliche Logärithmensystem hat also die 
merkwürdige Eigenschaft, dafs die Logarithmen aller ra- 
tionalen Zahlen irrational sind, und hierdurch unterscheidet sich 
dasselbe wesentlich von allen anderen Systemen , die entweder rationale 
ganze Zahfen, oder algebraische Wurzeln aus solchen zu Grundzahlen 
haben , w^il in jedem dieser möglichen Systeme rationale Zählen vorkom- 
men müssen, m denen auch rationale Logaritfatien gehltren. 

II. Setzt man in der Gleichung (18) des vorigen Paragraphen 



j: ::= — , so ergiebt sich leicht 

» 



»n — 



m« 



5» - 



7« — ... 

Hier können ganz ähAlicUe Bemerkungen gemacht werden. Es mufs 

nämlich ii^nd eine Stelle kommen , von welcher abwärts alle Glieder des 

noch folgenden Kettetbnlches ächte Brüche sind ; auch tritt hier der Fall 

nicht ein, dafs van i^endWo an der Kettenbroch die Form 

«^ 

• •-'«* 

' m* -|- 1 — ... 

haben könnte, weil die Nenner n, Sn, 59i^ 791 u. s. f« ins Unendliche 

wachsen. Bezeichnen also m und n rationale Zahlen, so ist nach §. 77. 

der Gränzwerth des Kettenbruches rechts irrational und mithin ist es aach 

die Unke Seiten d.h. di6 Tangente eines Bogens, welcher znm 
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Halbmesser in einem rationalen VerhältBisse siebt, ist in- 
commensarabel mit dem Halbmesser. 

Hierans folgt sehr leicht, dafs ^« Lndolph^sche Zuhl n eine Irratio- 
nalzahl ist. Nach §. 82. Pormd (18) ist nteii^h für a: = ^ 






1-15. 



3 — 



16 



«• 

s-4? 



T 



Wäre nun - gleich einem mfionalen Bruche des Halbmessers, also - 

* . * * 

= — , so würde daraus fols:en 

i = 



,J1 



a m« 



ji 






3« — 



»i* 



5« — 



, , . .. ., 7« — ... 



7 •^^ • • • 
Alnr der CMniwerdi dicws Keltmibrnehes ist irrational und Ieami daher 
der^' raliiMMiMi Einheit nicht gletch «ein« fiarans (oigl, dafs die Voraua- 

Setzung •- = — falsch war und demnach --, mithin auch n selbst, zum 

Halbmesser inoommeasurabdi i;$t. 

Matt haan aach aoeh Btigea, dals-^c^ irratiaaal ist AaS"Formel(i9) 

§• 82. folgt nämlich vermöge der Relation cot x = ; — 



ta»x 
X eotx =1 



3 — — 



oder 

X* 

. 1 •— X P9fM «a» ■* 



ar« 



» . 

4 — 



** 



? — ... 
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und hieraus für x = - 

S 



I ISS 



©• 



»■I II»* 



(0 



W^« 



&- * 




Wäre nun l-j rational =s^, ao wurde daran« fiAgea 



1 — y 



5,-'^ 



7f — ... 
Der Gräozwerth dieses Kettenbrnches ist aber irratiooal nud kann nicht 

s= 1 sein. Mithin ist aoeh l-j nicht rational, d. h. n^ irrational. 



Schlufflbetrtclitttiig. 

Überblicken wir noch einnal die Gesammtheit der entwickelten Re- 
sultate, indem wir wiederam den anfangs anfgesteÜten Unterschidl zwi- 
aehaa M—hliämpgen nnd abhängigen veiiaderliohen Zahlen Unzobtingiaf, 
se sind es bsaptsächiich swei BenMrkangen, die sich, ab besenieBer Auf- 
merksamkeit werth, hervorheben lassen. 

I. Es war das Geschäft der Bachstabenrechnang , nachEuweisen, 
dafs das Zahlengebiet als ein in seiner Läagennehtnng (Ton — oo bis 
^^ <x>) >conlirairlich fortgehendes betrachtet werden kann md dafs sich 
mit diesen Zahlen die sieben algebraischen Operationen ausfuhren lassen. 
Nnr bei den imaginären Zahlen stöfst die Buchstabenrechnung auf eine 
nicht so unmittelbar zu beseitigende Schwierigkeit. Diesen Mangel er- 
gänzt die algebraische Analysis, indem sie die eigentliche Bedeutung der 
imaginären oder besser complc^xen Zahlen hervorhebt (§. 50.) und die 
Regeln für die Rechnung mit denselben feststellt. Es zeigt sich, dafs das 
Zahlengebiet nicht aus einer, sondern aus zwei Dimensionen besteht, und 
es ist dieses Resultat um so bemerkenswerlher, als damit eine eigentbäm- 
liche Verbindung zwischen den verschiedenen Formen der mathematiscben 
Erkenntnifs hergestellt wei^den kannl Betrachten wir nämlich die Dinge 
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d«v Attbenweit vün ibr^r matiieiiiatisclien Seile ^ so sind sie einer dreihk 
ohM Aaifasimigsweise fiibig^ wir deokeii uns dieselbe» eotweder naoii 
eioaiider an verschiedenco Stellen der Zeit, oder schematiseh geord- 
net, indem wir ihre Stellen durch Zahlen bezeichnen, oder endlich ne- 
beneinander an verschiedenen Stellen des Raumes; das Eigenthümr 
liehe dabei ist, dafs die Zeit eine, das Zahlengebiet zwei und der Raum 
drei Dimensionen umfafst. 

II. Für die abhängigen Variabelen, also für die Funktionen gelt^ 
zwei Bemerkungen, von denen sich eine auf den Inhalt der gestellten 
Aufgabe, die andere auf die Form bezieht, in der wir sie gelöst haben,« 
Die Aufgabe lautete: ,, eine Theorie der einfachen Funktionen 
X*, Ä*, iogX{ sinxy cos X f tan x y cotXy sec x, cosecx; 
Aresin Xy Arccos x, Aretan x, Arccot Xy 
zu liefern ;^^ es war kein ursprünglich bekannter organischer Zusammen- 
hang zwischen jenen Funktionen, der uns veranlafste, aus der unendli- 
chen Menge möglicher Funktionen gerade die ohigen herauszugreifen und 
einer spezielleren Betrachtung zu unterwerfen , es war nur die äufserliche 
Thatsache, dafs sie es sind, welche in der Elementarmathematik (Arith- 
metik wie Geometrie) einzig und allein vorkommen. Dagegen hat uns 
die nunmehr beendete Untersuchung gezeigt, wie nahe jene Funktionen 
einander verwandt sind, sie hat die Willkührlichkeit, welche in der Wahl 
des Thema's zu liegen schien, durch den Nachweis gerechtfertigt, dafs 
die. genannten Funktionen eine no|h wendig , zusammengehörige Gruppe bil- 
den, sie bat .endlich die Mittel geliefert, um den Übergang von der einen 
Funktion zur anderen bewerkstelligen zu kiNinen. Geben wii* Aämlieh 
von der Potenz aus , so können wir von derselben ebensowohl die Expo- 
nenzialgröfse als den Logarithmus ableiten , und es bedarf hierzu nur der 
Pormehi 

Lim |(i -f*;?n = ««, Lim ^ 7"^ = Iz 

Mittelst der complexen Zahlen gelangt man von der Exponenzialgrörse zu 

den trigonometrischen Funktionen und andererseits von dem Logarithmus 

zn den cyklometrischen Funktionen , so dafs sich also der Zusammenhang 

zwischen den Funktionen der algebraischen Analysis in folgendem Schema 

darstellen läfst: 

Potenz 

/ \ 

Exponenzialgröjse Logarithmus 



Goniometriscke Cyklometritehe 
Funktionen Funktionen 
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Die eintiider gegembersleiiaiiden FiioUiotien sind die ümkelmii^ii von 
eiiMuider; bei der Potena fallt die Umkehning nit ibr seihst zaMunaMi, 

weil der Ausdruck x^ ebensowohl x^ als V^x in sich enlbält. 

Was nun die Form anbelangt, unter der irgend eine der obigen 
Funktionen dargestellt werden kann, so ist dieselbe nach unseren Unter- 
suchungen eine dreifache: die Reihe, das Produkt und der Rettenbruch. 
Diese Formen entsprechen den vier Spezies; die Reihe repräsenlirl die 
Addition und Subtraktion, indem sie durch successive Additionen und, bei 
negativen Gliedern , durch successive Subtraktionen gebildet wird , das 
Produkt stellt die continuirliche Multiplikation und der Kettenbruch die 
fortgesetzte Division dar. Diese Formen , unter welchen die Funktionen 
hier erschienen , sind jedoch nicht die einzig möglichen , und es läfst sich 
im voraus absehen , dafs man sogleich zu neuen Formen gelangen mufs, 
wenn es glückt , den bisherigen Rechnungsoperatiooen neue zuzugesellen. 
Diese Andeutung möge genügen, sie weiter ausführen hiefse die Gränzen 
der niederen Analysis überschreiten. 



Verbesserungen. 

& 22 Z. Id ▼. u. lies : »t«U ', 

* 33 - 14 V. o. lies No. 5 statt No. 4 

- 49 - 7 V. o. ist hinter dem Worte „erleidet" einznschalten : ,',m den meisten 

-FfiBen** 

- 21^ fcWt m No. (7) der fßkimt 2'»-^ 
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